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Introduccion

La incertidumbre esta presente en toda la informacion que manejamos en nuestra
vida diaria, la cual puede provenir de que los datos que manejamos sean vagos, im-
precisos, errores de medidas, etc. Asi pues, el manejo de la incertidumbre se hace
imprescindible en cualquier tarea que pretendamos abordar en cualquier campo de
la informéatica, especialmente en aquellos sistemas donde se pretenda un compor-
tamiento inteligente tal como el aprendizaje, el razonamiento, la planificacion, la

toma de decisiones y muchos otros en donde se incorporen datos del mundo real.

Las Redes de Creenci®5, 111] son una herramienta que en los ultimos afios
ha demostrado su potencialidad como modelo de representacion del conocimiento
con incertidumbre en Inteligencia Atrtificial. El éxito de numerosas aplicaciones
en campos tan variados como la medicina, recuperacion de la informacion, vision
artificial, fusion de informacion, agricultura, etc. avalan esta afirmacion [86, 109, 1,
16, 119, 74, 83, 62, 14, 77, 80, 11, 58, 56]

Las redes de creencia representan mediante un grafo dirigido aciclico el conoci-
miento cualitativo del modelo, este conocimiento se articula en la definicion de rela-
ciones de independencia/dependencia entre las variables que componen el modelo.
Estas relaciones abarcan desde una independencia completa hasta una dependencia
funcional entre variables del modelo. El hecho de utilizar una representacion gréa-
fica para la especificacion cualitativa del modelo hace de las redes de creencia una
herramienta muy atractiva en su uso, ya que esta forma de representacion es muy
cercana a la forma de representar el conocimiento por parte de un humano.

El conocimiento cuantitativo viene determinado por un conjunto de parametros
gue ponderan de alguna forma la fuerza de la relaciones expresadas en la parte
cualitativa. Si estos parametros son especificados mediante distribuciones de pro-
babilidad (marginales y condicionales), entonces las redes de creencia se suelen
denominaiRedes BayesianaSin embargo, estos parametros se pueden especificar
utilizando otras medidas de incertidumbre y no necesariamente probabilidades.

En los ultimos afios se ha producido un estudio profundo y por consiguiente un
avance espectacular en el formalismo de las redes de creencia. Una de las dificulta-
des mas importantes asociadas a la construccién de sistemas expertos probabilisti-
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cos, la mayoria de los cuales se basan en las redes de creencia, esta en su elicitacion
[125]. Es por ello que se han estudiado formas de extraer el conocimiento a partir de
datos en forma de redes de creencia. Estos métodos de aprendizaje automatico de
redes de creencia a partir de datos pueden ser una herramienta por si sola y por tanto
aportar una solucion al problema "definitiva". O bien, estos métodos de aprendizaje
se pueden ver como una herramienta para la toma de decisiones; como un modelo
de partida en el que se base posteriormente un experto en el dominio en cuestion.
Este ciclo de colaboracién se puede iterar hasta alcanzar un modelo satisfactorio
para el problema abordado.

El problema bésico que resuelve el aprendizaje es el de poder encontrar un mo-
delo de red a partir de datos ejemplo que mejor se adapte a éstos. De esta forma
representamos el conocimiento aportado por los datos de una forma mas util y com-
pacta, asi como mas comprensible para un humano. A partir de esta representacion
podremos realizar tareas de razonamiento validas para situaciones o casos aun no
observados.

Hemos comentado que las redes de creencia constan de dos componentes dife-
rentes aunque estrechamente relacionados; los algoritmos de aprendizaje automati-
co para las redes necesariamente tienen que realizar dos tareas bien diferenciadas,
aungue no independientes entre si:

e El aprendizaje de la estructura grafica. Un grafo dirigido aciclico.

e La estimacion de las distribuciones asociadas en la red. Distribuciones mar-
ginales y condicionales en redes Bayesianas.

La tarea del aprendizaje estructural depende de la estimacién paramétrica que
realicemos y el aprendizaje paramétrico depende de la estructura gréafica empleada.
Asi que, de una forma u otra, el aprendizaje estructural necesita de la estimacion
de los parametros para confirmar o desmentir la presencia o no de una relacion de
dependencia/independencia entre variables del modelo.

En esta memoria fundamentalmente nos vamos a dedicar al problema del apren-
dizaje automatico a partir de datos de la estructura de una red de creencia.

Por otra parte, para poder modelar procesos dinamicos, aunque éstos podrian
ser modelados, bajo ciertas condiciones, con redes de creencia, ha aparecido una
extension de las mismas. Estas redes, denomirReides de Creencia Dinamicas
son capaces de modelar sistemas dindmicos y, por tanto, tratar de forma explicita el
tiempo. Un caso especial de redes de creencia dindmicas son aquellas que modelan
sistemas dinamicosarkovianos Estas redes tienen la caracteristica fundamental
de que las predicciones sobre un tiempo futuro s6lo dependen del tiempo presente,

1Cuando comparemos ambos modelos, denominaremos a las redes de credaside creencia
estaticasen contraposicion a lagdes de creencia dindmicas



esto es, el tiempo futuro es condicionalmente independiente del tiempo pasado co-
nocido el tiempo presente. Si a esta Ultima propiedad le afiadimos la propiedad de
que el sistema dinamico que queremos modelasé&acionariq entonces da lugar

a que las distribuciones de probabilidad condicional que describen el modelo son
independientes del tiempo, esto es, se repiten las mismas distribuciones en todos y
cada uno de los instantes de tiempo considerados en el modelo.

A partir de estas propiedades se puede establecer un modelo grafico para poder
describir estos sistemas. Fundamentalmente consistir4 en un conjunto de variables
(nodos) indexados en el tiempo, y unas relaciones entre las variables, temporales y
no temporales. Las primeras conectaran variables de distinto indice en el tiempo
y con una orientacion desde el indice menor hacia el indice mayor; y las segundas
conectaran variables en el propio indice temporal. Si se cumplen las propiedades
descritas en el parrafo anterior, entonces las relaciones temporales sélo pueden unir
variables de indices de tiempo consecutivos, y todas las relaciones, tanto tempora-
les como no temporales, son las mismas independientemente del indice de tiempo
considerado. Asi, una red de creencia dinamica markoviana y estacionaria se puede
ver como:

e Unared inicial, para el primer periodo (indice) de tiempo, que especifica una
distribucion para el estado inicial del sistema dinamico.

e Un modelo de transicion definido sobre una pareja de periodos de tiempo
consecutivos, que especifica las distribuciones de transicion del sistema dina-
mico.

En esta memoria nos dedicaremos también a estudiar estos modelos y a pro-
poner métodos de aprendizaje estructural automatico a partir de datos bajo ciertas
premisas.

Objetivos

El objetivo basico de esta memoria es proponer algoritmos de aprendizaje estruc-
tural para redes de creencia estaticas y dinamicas. En el primer caso nos hemos
centrado en el estudio de algoritmos locales de bisqueda para la optimizacién de
una métrica o funcion de ajuste dada. Uno de los objetivos sera desarrollar nue-
vos métodos de busqueda, asi como la adaptacion de otras metaheuristicas, basadas
en blsquedas locales, al problema del aprendizaje estructural. Por otra parte se
desarrollaran métodos distribuidos de busqueda para poder ser aplicados al mismo
problema.

En el caso de las redes de creencia dinamicas vamos a proponer una nueva meto-
dologia en el proceso de aprendizaje. El objetivo basico es el de desarrollar nuevos
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métodos de aprendizaje automatico, tanto de las relaciones temporales como de las
redes de creencia dinamicas completas.
Los subobjetivos para conseguir los objetivos anteriormente descritos son:

e Estudio de las redes de creencia como herramienta para la representacion del
conocimiento con incertidumbre, asi como el estudio de las redes de creencia
dinamicas como mecanismo de representacion de sistemas dinamicos.

e Estudio de las técnicas de aprendizaje automatico existentes para la cons-
truccion de redes de creencia estaticas y dinamicas a partir de datos. Estos
métodos basicamente se pueden dividir en: técnicas basadas en tests de inde-
pendencia condicional y técnicas basadas en optimizacién mas una funcién
de ajuste. Las primeras de ellas tratan de representar en una red las dependen-
cias e independencias encontradas entre las variables del problema a partir
de los datos. Los segundos tratan de encontrar una buena aproximacion de
la distribucion subyacente en los datos. Para ello, habitualmente, se recorre
el espacio de busqueda de los grafos dirigidos aciclicos evaluando cada uno
de ellos mediante la métrica utilizada, quedandose con el grafo que mejor
puntuacion obtenga como salida. En este caso particular estamos interesados
en los métodos de busqueda local por su eficiencia y por su relativa efica-
cia en los dominios previamente comprobados. También estamos interesados
en estudiar métodos de busqueda distribuidos para explorar mas regiones del
espacio de busqueda de forma simultanea con la esperanza de aumentar la
probabilidad de encontrar un buen 6ptimo.

e Desarrollo de nuevos métodos de busqueda local para el aprendizaje de redes
de creencia estaticas, asi como la aplicacion de una nueva metaheuristica de
reciente aparicion, basada en bisquedas locales. Ademas de proponer nuevos
métodos de blsqueda local en el espacio de los grafos dirigidos aciclicos, es-
tudiaremos como realizar una basqueda local en el espacio de érdenes entre
las variables. En este caso deberemos definir una vecindad apropiada a este
espacio y una forma de evaluar eficientemente una secuencia de ordenacion
a partir de una vecina. Es de destacar que varios trabajos previos de diferen-
tes autores, ponen de manifiesto que el espacio de busqueda en 6rdenes es
mas homogéneo que el espacio de grafos dirigidos aciclicos. Adaptaremos
la metaheuristica, comentada previamente, a la busqueda en los dos espacios
comentados.

e Desarrollo de nuevos métodos de busqueda local distribuida basada en la ante-
rior metaheuristica. También aplicaremos otra nueva metaheuristica distribui-
day colaborativa para la resolucion del problema del aprendizaje estructural.



¢ Desarrollo de una metodologia general de aprendizaje de redes de creencia di-
namicas. Desarrollo, dentro de esta metodologia, de nuevos algoritmos tanto
basados en busquedas locales y métricas como en tests de independencia con-
dicional para el aprendizaje del modelo de transicion de un sistema dinamico
markoviano y estacionario.

e Adaptacion general de los algoritmos de aprendizaje estructural de redes de
creencia estaticas para el aprendizaje de redes de creencia dinamicas.

Contenido de la Tesis

El capitulo primero contiene el estudio de los conceptos preliminares necesarios
para el resto de la memoria. Se articula en cuatro secciones; en la primera seccion
se realiza una introduccién al resto del capitulo. La segunda seccion realiza una
descripcion de los conceptos basicos sobre redes de creencia. La siguiente seccion
se centra en el problema del aprendizaje de redes de creencia estaticas, estudiando
los métodos basados en tests de independencia condicional asi como los basados
en una métrica mas una busqueda local, particularizando en los algoritmos mas
conocidos en la literatura especifica del tema y en los que nos basaremos en gran
medida a lo largo de esta memoria. La Ultima seccién se dedica a estudiar el modelo
de red de creencia dinamica, asi como unos breves apuntes sobre el aprendizaje
estructural en estos modelos.

El segundo capitulo se dedica a estudiar tanto nuevos métodos de busqueda lo-
cal, como la adaptacion de una nueva heuristica local para el aprendizaje de redes de
creencia estaticas. Este capitulo se articula en seis secciones dedicando la primera
a introducir el resto del capitulo. La segunda seccion se dedica al estudio de una
nueva metaheuristica (VNS, Busquedas en Entornos Variables) basada en mdltiples
reinicios y posteriores busquedas locales en entornos de vecindad cada vez superio-
res si la busqueda actual no ha tenido éxito (mejora el 6ptimo actual). La siguiente
seccion se dedica a estudiar tanto nuevos métodos de busqueda local en el espa-
cio de grafos dirigidos aciclicos, como la adaptacion del método VNS al problema
del aprendizaje en este mismo espacio de blsqueda. La seccion cuarta se dedica a
desarrollar nuevos métodos de aprendizaje basados en blsquedas locales pero esta
vez en el espacio de secuencias de ordenacién entre las variables; desarrollaremos
un algoritmo de ascension de colinas en este espacio de blsqueda y posteriormen-
te adaptaremos de nuevo la heuristica VNS a este nuevo espacio de blsqueda. En
la seccibn siguiente evaluaremos experimentalmente todos los algoritmos desarro-
llados previamente. Para finalizar este capitulo, estudiaremos una nueva definicién
de vecindad en el espacio de grafos dirigidos aciclicos y lo validaremos de forma
experimental.
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El tercer capitulo se dedica al estudio de nuevos métodos de aprendizaje distri-
buido de redes de creencia estaticas. Nuestro enfoque, en este caso, sera el de distri-
buir la busqueda de tal forma que se mejora la eficacia de los algoritmos desarrolla-
dos. Este capitulo se divide en cinco secciones, siendo la primera una introduccion
al capitulo correspondiente. La segunda seccién se dedica a estudiar cémo se puede
distribuir la busqueda VNS cuando disponemosgeocesadores y de memoria
compartida en un computador. Esta suposicion estara presente en todos los métodos
desarrollados durante este capitulo. En la siguiente seccion estudiamos una nueva
metaheuristica de reciente aparicion como es el Sistema de Colonias de Hormigas.
Esta metaheuristica se puede ver como una método de busqueda distribuido y coo-
perativo entre diferentes busquedas, habitualmente locales. Durante esta seccion
adaptaremos y desarrollaremos todos los elementos necesarios para poder aplicar
esta metaheuristica al problema del aprendizaje de redes de creencia estaticas, tanto
en el espacio de grafos dirigidos aciclicos como en el espacio de secuencias de orde-
nacién entre las variables del problema. En la seccién cuarta se presenta una nueva
metodologia de blsqueda hibrida entre las dos primeras busquedas estudiadas, esto
es, el método VNS y el Sistema de Colonias de Hormigas. Para finalizar el capitulo,
evaluaremos de forma experimental los algoritmos desarrollados a lo largo de éste.

El capitulo cuarto se dedica al estudio del aprendizaje de la relaciones tempora-
les de una red de creencia dinamica, conocida la estructura “estatica” de la misma,
esto es, conocidas las relaciones de dependencia/independencia no temporales. La
primera seccién se dedica a introducir el problema que se quiere resolver. En la
seccién segunda plantearemos de una manera mas formal el problema asi como las
premisas para su resolucion. La tercera seccion se dedica al estudio de métodos de
busqueda local basados en una funcion de ajuste para el aprendizaje de las relaciones
temporales de un modelo dindmico. En la cuarta seccién se desarrollan algoritmos
basados en tests de independencia condicional para solucionar el mismo problema,;
validaremos de forma tedrica cada uno de los algoritmos planteados a lo largo de
esta seccion. En la siguiente seccion se plantean algoritmos para refinar los resulta-
dos ofrecidos por los anteriores. En la seccion sexta definiremos un modelo de red
de creencia, que hemos denominatople que de forma habitual se presenta en
casos practicos; daremos una definicién formal del modelo asi como un algoritmo
basado en tests de independencia condicional para su aprendizaje. Para finalizar el
capitulo, realizaremos un estudio experimental de los algoritmos descritos durante
el mismo.

En el capitulo quinto nos dedicamos a estudiar como se puede realizar de for-
ma general el aprendizaje de redes de creencia dindmicas a partir de los algoritmos
descritos en los capitulos anteriores. Tras la primera seccion, de introduccion, las
secciones segunda y tercera introducen una metodologia general, que sera la de uti-
lizar un algoritmo de redes de creencia estatica, para aprender el modelo “estatico”



de las redes de creencia dinamicas y utilizar posteriormente algoritmos de aprendi-
zaje de relaciones temporales para completar el modelo de transicion de las redes
de creencia dinamicas. En la seccion segunda este proceso se lleva a cabo bajo la
suposicion de que el instante inicial en que comienza el proceso temporal es cono-
cido, mientras que en la seccibén tercera no se asume esta restricion. Para finalizar
el capitulo, en la seccidn cuarta estudiaremos como poder adaptar los algoritmos de
aprendizaje de redes de creencia estéticas, tanto basados en tests de independencia
condicional como lo basados en busquedas locales mas una funcion de ajuste, al
aprendizaje directo (sin distinguir entre relaciones temporales y no temporales) de
las redes de creencia dindmicas.

Por dltimo, presentamos las conclusiones sobre el trabajo realizado en esta me-
moria y algunas posibles lineas para continuar nuestra investigacion.
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Capitulo 1

Redes de Creencia,
Algoritmos de Aprendizaje
y Redes de Creencia
Dinamicas

1.1 Introduccion

Las Redes de Creencia (RGpn una representacion apropiada para manejar co-
nocimiento incierto y es por ello que son utilizadas habitualmente como nucleo
de sistemas expertos capaces de manejar incertidumbre. Una red de creencia es
una estructura gréfica (grafo dirigido aciclico) que de forma explicita representa un
conjunto de variables y las relaciones de independencia y dependencia entre éstas.
Cuando estas relaciones entre las variables se interpretan como causas y efectos, a
estas redes se le suelen denomiRedes Causales

Este tipo de redes, ademas de su representacién cualitativa correspondiente a la
topologia de la red, nos permite representar un conocimiento cuantitativo entre las
variables. Este conocimiento viene expresado habitualmente mediante distribucio-
nes de probabilidad condicionales que miden la fuerza de las relaciones anterior-
mente planteadas. Cuando esto es asi se suelen den&uades Bayesianas

El primer problema que se plantea a la hora de utilizar las redes de creencia es
el de la construccién del modelo para un determinado problema a resolver. Una po-
sible solucidn sera un conjunto de técnicas que nos permita elicitar el conocimiento
aportado por un experto. Sin embargo, es bien conocido que la adquisicion del co-
nocimiento a partir de expertos produceaurello de botella la hora de desarrollar

9
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estos modelos. Para paliar este problema, se han desarrollado un conjunto de he-
rramientas que permiten el aprendizaje automatico a partir de casos ejemplo de este
tipo de estructuras.

En este capitulo se presenta una introduccion sobre este formalismo y estudia-
remos algunos algoritmos de aprendizaje automatico de estos modelos. Finalmente
presentaremos el problema que se nos plantea cuando tratamos de utilizar el anterior
formalismo para modelar sistemas temporales, y por tanto justificaremos e introdu-
ciremos el formalismo de la&Redes de Creencia Dinamicas (ROira tratar con
sistemas dindmicos.

1.2 Redes de Creencia

Una red de creencia nos va a permitir representar nuestro conocimiento sobre un
determinado problema a través de estructuras graficas, grafos dirigidos aciclicos,
donde los nodos representan las variables del problema y los arcos representan re-
laciones de dependencia, relevancia o causalidad. Observando la estructura gréafica
de una red, notaremos que tenemos una representacion explicita de un conjunto de
dependencias e independencias entre las variables de nuestro problema. Esta obser-
vacion nos lleva a obtener una representacion semantica de la red, esto es, para un
determinado problema, podemos extraer relaciones de relevancia o causalidad entre
las variables. Una relacion de dependencia entre dos variaklgsimplica una
modificacion en la creencia dedado que conocemos el valor que toma la variable

y. Analogamente, una relacién de independencia entre estas variables se interpreta
como una no ganancia de informacién (no se modifica nuestra creencia) al conocer
el valor de una de ellas.

Veremos ahora un ejemplo ilustrativo de las relaciones de independencia re-
presentadas en una red de creencia. Supongamos que tenemos la red de creencia,
denominada Asia, de la figura 1.1. La red Asia fue presentada por [100] Lauritzen
y Spiegelhalter a modo de ilustracién de su método de propagacion de evidencias.
En esta red tenemos representadas ocho variables discretas. Por ejemplo la variable
Fumadorrepresenta una variable bivaluada que nos indica si el paciente fuma o no,
la variableVisita a Asiaindica si el paciente a visitado Asia 0 no previamente.

Veamos las relaciones que se pueden deducir del ejemplo anterior: Fijémonos
primero en el subgrafé-umador— Bronquitis— Disnea La evidencia de sa-
ber que un paciente es fumador nos hace aumentar la creencia de que va a pade-
cer Bronquitis y ésta a su vez nos hace aumentar la creencia de que sufrira Dis-
nea. Sin embargo, si conocemos que el paciente padece Bronquitis, entonces el
conocer si es 0 no fumador no me aportara una mayor creencia de que padecera
Disnea. Esto nos dira que las variables Fumador y Disnea son Condicionalmente
Independientes conocida la variable Bronquitis. Fijémonos ahora en el subgrafo
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Visita a Asia

Tuberculosis Bronquitis

Cancer de Pulmpo
Cancer de Pulmb
0 Tuberculosi;

Rayos X Positivos

Figura 1.1: Red de creencia Asia.

Tuberculosis— Cancer de Pulmén o Tuberculosis Cancer de PulménSin nin-
guna evidencia las variables Tuberculosis y Cancer de pulmén son independientes,
esto es, el conocer que un paciente tenga o no Tuberculosis no me aportara nin-
guna creencia nueva de que padezca Cancer de pulmon o no, sin tener conocido
nada mas. Ahora bien, si tenemos la evidencia de que el paciente tiene Cancer de
Pulmén o Tuberculosis, esto es, la variable Cancer de Pulmoén o Tuberculosis es
positiva, entonces el conocer que el paciente tiene Cancer de pulmoén evidentemen-
te me aportara una menor creencia sobre la variable Tuberculosis. En este tipo de
situaciones, se dice que las variables Tuberculosis y Cancer de pulmén son Mar-
ginalmente Independientes y son Condicionalmente Dependientes conocido Cancer
de Pulmoén o Tuberculosis.

En la siguiente seccion realizaremos un estudio del concepto de independencia,
presentando el conjunto de axiomas que parece sensato exigirle al concepto intuitivo
de independencia.

1.2.1 Axiomética de Independencia

Existen situaciones en donde somos capaces de establecer de forma clara que en-
tre un conjunto de variables existe una relacion de independencia, sin que por ello
seamos capaces de establecer de forma cuantitativa estas relaciones. Es por ello
gue deberiamos pensar en el concepto de independencia més alla que como un con-
cepto meramente cuantitativo, por consiguiente es necesario establecer un entorno
abstracto para capturar el concepto de independencia.

Notaciones. SeaU el conjunto de variables del sistema (Universo del discurso),
denotaremos con letras mindsculas a los elementos individualésetgo esy, y

..., mientras que los conjuntos de variables se denotaran mediante letras mayUsculas
X, Y ,... s representa el conjunto de estados que puede tomar la variable discreta
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asis,, representara el conjunto de configuraciones, a partir de sus estados, que pue-
de tomar el conjunto de variables discrexadJna configuracion d¥, se denotara
COMOX.

Definicion 1.1 (Modelo de Dependenciag)n modelo de Dependencias [111] se
define como un par M- (U, I(-)), donde [-) es un conjunto de reglas que asignan
valores de verdad al predicado “X es independiente de Y, dado que conocemos los
valores que toman las variables de Z” y lo notaremos cofXaY|Z).

Por ejemplo, en entornos probabilisticos, una distribucion de probabMdad
puede ser considerada un modelo de dependencias utilizando la siguiente relacion
[35, 130, 112, 99]:

1(X,Y|Z) <= P(X|Y Z) = P(X|Z) siempre y cuand®(Y Z) >0 (1.1)

para toda instanciacion de los subconjurXo¥ y Z. En cualquier caso, un modelo

de dependencias puede aplicarse con cualquier otro formalismo no probabilistico

[38, 46, 39, 45, 136, 81]. Un estudio de las relaciones de independencia en la teoria
de la probabilidad y en la teoria de Bases de Datos [55], proporciona un conjunto de

propiedades que parece razonable exigir a toda relacion que intente capturar el con-
cepto intuitivo de independencia. Estas propiedades se pueden axiomatizar como
sigue [111]:

A0 Independencia Trivialt (X, 0|2)

En cualquier estado de conocimiento, una informacién nula no modifica la
informacién que tenemos sobXe

Al Simetria:l (X,Y|Z) = 1(Y,X|Z)

Dado un estado de conocimierZpsi el conocelY no aporta ninguna infor-
macion sobre el valor d¥, entonces el conocet no aportara informacion
sobre el valor que pueda toméar

A2 Descomposiciont(X,Y UW|Z) = 1(X,Y|Z)
Si dos componentes de informacigry W conjuntamente son consideradas

irrelevantes sobre el valor que pueda toXaentonces cada una por separado
también debe ser considerada irrelevante gara

A3 Union Débil: 1 (X,Y UW|Z) = | (X,W|Y UZ)
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Este axioma, establece que al conocer la informatiéonsiderada irrelevan-
te paraX, entonces esta informacion no puede ayudar a que otra informacion
irrelevanté\V se transforme en relevante pafa

A4 Contraccion! (X,Y[2)&I(X,W|ZUY) = 1(X,Y UW|Z)

Si se considera qu& es una informacion irrelevante paxadespués de co-
nocer informacion irrelevanté, entoncedV también deberia ser irrelevante
paraX antes de conocéf.

A5 Interseccioni (X,Y[ZUW)&I (X,W|ZUY) = 1(X,YUW|Z)

Si dos elementos combinados de informacholy, W son relevantes pabé,
entonces al menos uno de ellos deber ser relevanteXpatando el otro es
conocido junto corx.

Cualquier modelo de dependencias que satisface los axiomas anteriores menos
el A5 se denomina semigrafoide, si ademas satisface el axioma A5 de interseccion
se llama grafoide [113].

Este conjunto de axiomas permite representar la esencia del concepto de inde-
pendencia. Por tanto, proporcionan una herramienta adecuada para poder comparar
las propiedades de una relacion de independencia considerando diferentes formalis-
mos. Ademas, el conjunto de axiomas puede considerarse como una regla general
de inferencia, capaz de derivar nuevas relaciones de independencia a partir de un
conjunto inicial de relaciones.

1.2.2 Redes de Creencia como Modelos de Dependencias

El objetivo de esta seccién serd considerar la red de creencia como una represen-
tacion grafica de un modelo de dependencias y realizar un analisis de las distintas
propiedades que se presentan. En este caso, debe de existir una correspondencia
directa entre el conjunto de variables en el modelo y el conjunto de nodos en un
grafo, donde mediante la estructura grafica de la red se representen un conjunto de
propiedades de independencia del modelo.

Definicion 1.2 (Grafo de Dependenciad)n grafo G= (V,E), donde V es el con-
junto de nodos y E el conjunto de enlaces, es un grafo de dependencias para el
modelo M= (U,I(+)) si existe una correspondencia directa entre los elementos de
U y V, tal que la topologia del grafo refleje algunas propiedades de |

Si bien los grafos de dependencias pueden ser no dirigidos o dirigidos, estos
ultimos son los méas usados debido a su mayor expresividad. Asi, la existencia de
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un arcox — Yy indica dependencia directa entre las variakley. Ademas, algunas
veces muestra relacion de causalidad entre eflas:causa dg. No obstante, esta
afirmacién no siempre es cierta, sino que depende del campo de conocimiento en
gue Nos movamos.

Una interpretacion semantica de un grafo de dependencias, necesita algun crite-
rio gréafico que de forma precisa determine qué propiedades de independencia son
reflejadas por la estructura del grafo. Este mismo criterio debe ser utilizado al hacer
el andlisis del grafo como una representacion de un modelo de dependencias. Antes
de considerar el criterio, debemos establecer una serie de definiciones.

Definicién 1.3 (Conceptos béasicos sobre grafos dirigido§ado un grafo G=
(V,E) dirigido, denominaremos:

e camino, a una secuencia ordenada de nodeg ..., x ), talquevj=1...r —
llaaristax —x; ; €E0ox 3 —X €E.

e camino dirigido, a una secuencia ordenada de nodes....,% ), tal que
Vi=1...r—1llaaristax —Xx; , €E.

e ciclo, a un camingXy,...,X% ), en el que x=X;.
e ciclo dirigido, a un camino dirigidgXx,..., %), en el que x= X;.
e padres, de %, al conjunto de nodos:
n(x) ={X; €V [x —x €E}
¢ hijos, de de x, al conjunto de nodos:
hij(x)={x; eV |x —x; €E}
e ancestros de x, al conjunto de nodos:
Andx) = {x; €V [ 3 un camino dirigido(x;, ..., %)}
¢ descendientesde x, al conjunto de nodos:
Desd;) = {X; € V [ 3 un camino dirigido(x;, ..., X;) }
e nodos adyacentesde x, al conjunto de nodos:
Adyagx) ={x; €V |3 x —X €EO0X — X €E}

e grafo dirigido aciclico (GDA), a un grafo dirigido que no contiene ningin
ciclo dirigido.
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Definicion 1.4 El esqueleto de un grafo dirigido aciclico (GDA) G es el grafo no
dirigido que se forma al eliminar de G todas las direcciones en los arcos. Un enlace
cabeza-cabeza en un nodo es un camino que tiene la forma x- y, el nodo z

es un nodo cabeza-cabeza en el camino, se dice que no es acoplado cuando x no
es adyacente a'y. Un camino C se dice activo por un conjunto de variables Z si se
satisface que:

e Todo nodo del camino C con arcos cabeza-cabeza esta en Z o tiene algun
descendiente dentro de Z.

e Cualquier otro nodo en el camino no pertenece a Z.

Si no se satisface esta relacion se dice que el camino esta bloqueado por Z.

Vistas estas definiciones el criterio grafico de independencia en unared de creen-
cia, llamadad-separaciérjl11, 106, 134], puede expresarse como:

Definicion 1.5 (d-separacion) Si X, Y y Z son tres subconjuntos de nodos disjun-
tos en un GDA G, entonces Z se dice deseparaX de Y, olo que eslo mismo X e

Y son graficamente independientes dado Z y lo notaremos (6rvdZ), si todos

los caminos entre cualquier nodo de X y cualquier nodo de Y estan bloqueados por
Z.

Utilizando el anterior criterio, cualquier GD& sobre un conjunto de variables
U, se puede considerar como un Modelo de Dependendés, (-)) [111]. En
este caso, ademas tenemos que el modelo de dependencias es un grafoide, esto es,
satisface el conjunto de axiomas anterior.

Dado un modelo de dependenchs no siempre es posible construir un GDA
gue satisfaga todas las relaciones de independencia en el modelo. Si nos plantemos
la posible relacion existente entre el modelos de dependevigiasl representacion
graficaG, podremos encontrarnos los siguientes casos.

Definicion 1.6 (I-Map) [111]. Un GDA G se dice que es ufMap de un modelo

de dependencias M si toda relacion de d-separacion en G corresponde a una rela-
cion de independencia valida en el modelo M, es decir, si dados X, Y y Z conjuntos
disjuntos de variables tenemos que:

(X,Y[Z) = 1(X,Y|2) 1.2)

Dado un GDAG, que es un |I-Map de un modelo de dependenéiadecimos
gue es un-Map Minimal deM si al borrar alguno de sus arc@3deja de ser un
I-Map del modelo.
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Definicion 1.7 (D-Map)[111]. Un GDA G se dice que es i+Map de un modelo

de dependencias M si toda relacion de independencia en el modelo M se corres-
ponde con una relacion de d-separacion en G, es decir, si dados X, Y y Z conjuntos
disjuntos de variables tenemos que:

(X,Y|Z) == 1(X,Y|2Z) (1.3)

Un I-Map garantiza que los nodos que estan d-separados corresponden a va-
riables independientes, pero no garantiza que para aquellos nodos que estan d-
conectados (no d-separados), sus variables sean dependientes. Reciprocamente, en
un D-Map se puede asegurar que todos los nodos que estan d-conectados son depen-
dientes en el modelo, pero no toda relacion de d-separacion corresponde a variables
independientes en el modelo.

Definicion 1.8 (Perfect-Map)[111]. Un GDA G se dice que es Wrerfect-Map
de un modelo M, si es un I-Map y un D-Map simultaneamente, esto es:

(X,Y|Z) <> 1(X,Y|Z) (1.4)

Si un grafoG es un Perfect-Map de un modelo de dependendiagiremos
gue los modelos solsomorfos, pudiéndose hablar indistintamente, entonces, de
relaciones de independencia y de relaciones de d-separacion.

Dado un modelo de dependencias, pueden existir distintas representaciones gra-
ficas reflejando las mismas relaciones de independencia que el modelo. En este
caso decimos que las representaciones son Isomorfas, y lo notaremos: c&mo
ejemplo, las siguientes relaciones reflejan el hecho de gueson marginalmente
dependientes, pero conociglae hacen condicionalmente independientes:

XY~ Z=X—>YyY—=Z=X—YyY—Z

El siguiente teorema [111] nos da un conjunto de propiedades necesarias para
gue un GDA sea considerado isomorfo a un modelo de dependencias.

Teorema 1.1 Una condicidn necesaria para un modelo de dependencias M sea
isomorfo a un GDA G es que toda relacidiXlY|Z) satisfaga el siguiente conjunto
de axiomas:

e Simetria:

1(X,Y|Z) = 1(Y,X|2)

e Composicion / Descomposicion:

1(X,YUW|Z) < 1(X,Y[Z)&1 (X,W|Z)
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e Union Débil:

1(X,YUW|Z) = 1(X,W|YUZ)

e Contraccion:

1(X,Y[Z)&1 (X,W|ZUY) = I (X,Y UW|Z)

e Interseccion:

1(X,Y|ZUW)&I (X,W[ZUY) = | (X,Y UW|Z)

e Transitividad Débil:

1(X,Y|2)& (X,Y|ZUW) = | (X,W]Z) 6 I(W,Y|Z)

e Cordalidad:

[(x,WlyU2z)&I (y, ZxUw) = 1(x,wly) 6 [(x,w|2)

Hasta ahora nos hemos referido (inicamente a la parte cualitativa del modelo
gue es la que nos permite representar las (in)dependencias entre las variables del
sistema. A continuacidon vamos a afiadir a éste la parte cuantitativa del modelo.

El formalismo que vamos a utilizar a lo largo de esta memoria para representar
la parte cuantitativa del modelo estéoria de la probabilidadEn entornos proba-
bilisticos, una distribucién de probabilid®d puede ser considerada un modelo de
dependencias utilizando la siguiente relacién [35, 130, 112, 99]:

1(X,Y|Z) <= P(X|Y Z) = P(X|Z) siempre y cuand®(Y 2) >0 (1.5)

para toda instanciacion de los subconjufog y Z.

En un entorno probabilistico el conocimiento cuantitativo viene expresado por
una distribucion de probabilidad conjunta definida sobre las variables del sistema
U = {X;,X,,...,%n}. Esto plantea un problema de representacion, ya que si supone-
mos por ejemplo que todas las variables tienen dos estados posibles y que tenemos
n variables, el nimero de entradas necesarias para representar la distribucion de
probabilidad conjunta es™2

Vamos a ver ahora que si tenemos representada la parte cualitativa del cono-
cimiento como un grafo de dependencfasentonces la parte cuantitativa puede
representarse de forma eficiente. $eana distribucion de probabilidad conjunta
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sobreU. La regla de la cadena nos permite representar la distribucién de probabili-
dad conjuntd(X;,X,, . .., X), COMO:

P(X1,Xg, - sXn) = P(Xn[X_15 -5 X) - - - P(X[X, X1 )P (X, | X1 ) P(X7) (1.6)

Supongamos ahora que tenemos definido un oodsabre las variables dé,
tal que six, — x; € G, entonces; < X; (orden topoldgico, al ser un grafo dirigido
aciclico siempre se puede encontrar este orden). Tomemos ahora un factor cual-
quieraP(x;|%_4,...,%;) de la expresion anterior. Si la secuencia de variables esta
ordenada segua respecto dés, es claro que el conjunt{x; _;,...,X%;} contiene
al conjuntort(x;) y no contiene ningun descendientexjecumpliéndose entonces
que:

5 {%_q, - X HTT(6)) g

Si consideramos qu8 es un I-map, atendiendo al conocimiento cualitativo ex-
presado en la red, entonces una variables condicionalmente independiente co-
nocidos sus padres del resto de variables excepto sus descendientes, entonces la
distribucién de probabilidag anterior se puede expresar como sigue:

P(X1,%s, ..., %) = P(Xa|TT(Xn)) . . . P(Xo| TT(X5) )P (X4 | TT(X7)) .7

con 71(x;) representado el conjunto de padres del nwden la red. Por tanto la
distribucion de probabilidad conjunta se puede recuperar a través de la siguiente
expresion:

P(Xp, X, %) = [T PO 7T(%)) (1.8)

Por tanto, para recuperar la distribucion de probabilidad sélo tendremos que
almacenar para cada nodo una distribucion de probabilidad condicional. Con esta
representacion se consigue, en general, un ahorro considerable en espacio requerido
para almacenar la distribucion de probabilidad conjunta.

Una vez visto cOmo representar tanto la parte cuantitativa como cualitativa de
un modelo, vamos a dar la definicion formalRled de Creencia Bayasiana

Definicion 1.9 (Red de Creencia Bayesiand)ada una distribucion de probabili-
dad P sobre un conjunto de variables U, se define una red de creencia bayesiana
(RC) como un grafo dirigido aciclico G tal que:

1. Cada nodo del grafo representa a una variable de U.

2. G esunl-map minimal de P.
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3. Todax € U lleva asociada la distribucion de probabilidad condicional:

P(X|mt(x;))

1.3 Algoritmos de Aprendizaje

Una vez que hemos definido las redes de creencia, se pueden destacar dos proble-
mas fundamentales para trabajar con este formalismo. Por un lado se trata de utilizar
éstas para realizar procesos eficientes de razonamiento una vez que tengamos espe-
cificado el modelo completo. Para este tipo de tareas han sido muchos los trabajos
realizados en la literatura [122, 64, 10, 111, 51, 26, 100]. La existencia de estos
algoritmos cada vez mas eficientes, hacen que aparezcan cada vez mas aplicaciones
practicas [11, 13, 17] que utilizan las redes de creencia como motor de inferencia
en sus sistemas.

En los anteriores casos se considera que el modelo completo de red esta cons-
truido de antemano. EIl problema que se plantea ahora es como construir la red.
Una posibilidad es elegir a un conjunto de expertos en el dominio en cuestion para
gue construyan el modelo, sin embargo es de enorme interés proporcionarles a estos
expertos herramientas que adquieran este tipo de conocimiento de forma automatica
a partir de ejemplos de muestra, para que de esta forma tengan una herramienta de
soporte para la decision.

En esta seccion revisaremos algunos de los algoritmos de Aprendizaje de Redes
de Creencia mas conocidos en la literatura especializada del tema, asi como sus
fundamentos tedricos en cada caso.

Podemos realizar una clasificacion de los algoritmos de aprendizaje basandonos
en las técnicas que utilizan en el proceso de adquisicién del conocimiento.

e Métodos que utilizan relaciones de independencia condicional.

e Métodos que utilizan técnicas de optimizacion en base a una medida de ajuste
0 métrica.

Esta clasificacion no es estricta ni exhaustiva, existen métodos que utilizan una
combinacién de ambos métodos, por ejemplo en [124, 5, 7, 34] o utilizan otro tipo
de técnicas [12].

1.3.1 Algoritmos basados en relaciones de independencia condi-
cional

En esta seccion, vamos a estudiar algoritmos de aprendizaje basados en criterios de
independencia condicional entre variables del modelo. Como comentabamos, estos
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algoritmos en cierta medida son independientes del modelo de representacion cuan-
titativa expresada en una red, por lo que se pueden considerar mas “abstractos”. En
este sentido, su objetivo no es obtener una red donde la distribucion de probabilidad
gue representa se “parezca” a la original, sino que hacen un estudio cualitativo de
las propiedades del modelo y a partir de ellas intentan recuperar una red que repre-
sente “mejor” estas propiedades. Estos algoritmos toman como entrada un conjunto
de relaciones de independencia condicional entre las variables o conjuntos de va-
riables en el modelo. La salida serd una red de creencia o red Bayesiana donde se
satisfagan estas propiedades, es por ello que a este tipo de algoritmos también se lo
suelen denominar como algoritmos de satisfaccion de restricciones.

Para construir una red Bayesiana bastaria con estimar las distintas distribucio-
nes de probabilidad condicional y efectuar algun tipo de test de hipétesis como
test de independencia condicional y de esta forma conseguir los predicados de in-
dependencia condicional presentes en el modelo. En nuestro caso vamos a utili-
zar un test de hip6tesis basado en la distribugién sabiendo que el estadistico
2-N-Dep(X,Y|Z), siendoDep(-) la entropia cruzada de Kullback-Leibler (expre-
sion 1.18), sigue una distribucigq? con|s, - [(s, — 1) - (s, — 1)]] grados de liber-
tad, cors, representando el numero de configuraciones posibles para el cagjunto
considerandX un conjunto de variables discretas. Y siemdlel nUmero de casos
sobre los datos que realizamos el test de independencia condicional.

Podemos hacer una abstraccion del modelo original y considerarlo como un Mo-
delo de Dependencidd. Hay que indicar que una distribucién de probabilidad o
una red de creencia (utilizando como test de independencia condicional el criterio
de d-separacioén), pueden ser consideradas como modelos de dependencias.

Con objeto de recuperar la red, supondremos que los resultados de los tests de
independencia condicional realizados se corresponden con las relaciones de inde-
pendencia en el modelo. Ademas, se asume que se observan todas las variables
relevantes en el problema y, que cuando partimos de una base de datos de casos,
todos éstos siguen la misma relacion. Con este tipo de algoritmos, se independiza
el método para construir la red del formalismo que se utiliza para representar, de
forma cuantitativa , el conocimiento sobre el problema. Para ello, los algoritmos se
basan en el estudio de las propiedades estructurales del modelo. Como resultado
de estas propiedades, tenemos que cuando el modelo es representable por un grafo
dirigido aciclico, en general se encuentra la mejor representacion del modelo. Entre
las desventajas que tiene el uso de este tipo de algoritmos podemos destacar que: a)
Cuando se parte de una base de datos, se necesitan una gran cantidad de observa-
ciones para que los resultados de los tests de independencia sean fiables; b) No es
posible asignar a priori probabilidades sobre los arcos, aunque si se podria permitir
el uso del conocimiento dado por un experto sobre la existencia de una determinada
relacion o no, algun orden entre las variables [129, 44], etc.; c) Finalmente, propor-
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cionan como salida un tnico modelo, sin cuantificar la verosimilitud con respecto a
otras estructuras. Ademas en este Ultimo aspecto, en general, una equivocacion en
la estimacion de una determinada relacion de independencia suele ser mas negativo
en este tipo de algoritmos que en los basados en métricas.

A continuacion estudiaremos un algoritmo de este tipo para ilustrar su compor-
tamiento y su filosofia general, que de alguna forma comparten todos estos algo-
ritmos. Este algoritmo es el algoritmo PC, el algoritmo mas conocido sin lugar a
dudas inspirado en este tipo de técnicas. Sin embargo existen una gran cantidad de
algoritmos que de alguna u otra forma utilizan este mismo criterio. En los primeros
de ellos se imponen restricciones en cuanto a su estructura [37, 40, 41, 67, 68] para
mejorar la eficiencia de éstos. Posteriormente se disefian algoritmos para recuperar
GDAs tal como en los trabajos [44, 134, 126, 135].

1.3.1.1 Algoritmo PC

Para los algoritmos que estudiaremos a continuacion se supone que el Maelo
representable por un grafo dirigido acicliGpesto es, el modelo es isomorféa

El primer algoritmo que consideraremos, dado por Spirtes, Glymour y Schei-
nes [127], recupera de forma Unica un grafo que, salvo isomorfismos, representa el
modelo. El algoritmo se basa en la siguiente propiedad:

Proposicion 1.1 Sea M un modelo isomorfo a un grafo dirigido aciclico G. Enton-
ces M es isomorfo a G siy solo si:

1. Para cada par de variables x e y en G, x e y son adyacentes si y solo si x e
y son condicionalmente dependientes dado todo subconjunto de nodos en G
gue noincluyeaxniay.

2. Para cada terna de variable&,y,z) tal que el par(x,y) es adyacente en
Gy el par(zy) también es adyacente en G, pero no el frar), entonces
X — Yy« z es un subgrafo de G si y solo si x y z son dependientes dado todo
conjunto de variables que contiene a 'y pero no a z ni x

Si utilizamos directamente la proposicién 1.1, tendremos el algoritmo denomi-
nado SGS, el cual tiene un coste computacional exponencial, ya que por fuerza bruta
debemos de buscar un subconjuntdJde{x,y} que haga independientesley. El
algoritmo SGS puede observarse en la figura 1.2.

Por consiguiente en el peor de los casos el algoritmo SGS requiere un nimero de
tests de d-separacion que se incrementa exponencialmente con el nimero de vérti-
ces. Dicho algoritmo es muy ineficiente ya que para cada arco en el grafo verdadero
G el peor caso es el caso esperado. Para cualquier arco no dirigido que esta en el
grafoG, el nimero de tests de d-separacion que debe realizarse en el paso segundo
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Algoritmo SGS

1. Formar un grafo completo no dirigido H con el conjunto de vértices U.

2. Para cada par de variables x e y, si existe un subconjunto S\dgy} tal
que I(x,y|S), eliminar la arista x—y de H.

3. Sea K el grafo no dirigido que se obtiene como resultado del paso anterior.
Entonces para cada tripletaxy—z en H donde z x no esté en H, si no
existe un subconjunto S de\Yx, y}, tal que I(x,zZ|SU{y}), entonces orientar
la tripleta como x— y « z.

4. Repetir

(a) Six—y—zestaenH,conxy zdosnodos no adyacentes, orientar y
cCoOmo y— Z.

(b) Siexiste un camino dirigido desde x hasta y, y existe la conexign x
entonces orientar el arco como-x y.

Hasta que no puedan ser orientados mas arcos.

Figura 1.2: Algoritmo SGS
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del algoritmo no es afectado de ningin modo por las adyacencias en el grafo verda-
dero. Por otra parte, el algoritmo tiene un problema cuando trabajamos con datos, la
determinacion de relaciones de independencia condicional de alto'cagentir de

datos es generalmente menos eficiente y fiable que si realizamos tests de relaciones
de independencia condicional de orden bajo.

Por tanto seria de desear un algoritmo que tomara en cuenta estas consideracio-
nesy no realizara tests de orden alto, atendiendo a las relaciones de adyacencia del
grafo G. El siguiente algoritmo hace precisamente esto, empieza con el grafo no
dirigido completo y va comprobando en primer lugar las relaciones de orden cero,
posteriormente las de orden unoy asi sucesivamente. El conjunto de variables sobre
los que se va a condicionar sélo necesita ser un subconjunto del conjunto de varia-
bles adyacentes a una u otra de las variables condicionadas en el grafo formado en
la etapa donde realiza tal comprobacion.

SeaAdyadG,x) el conjunto de vértices adyacentex &n el grafoG. Este
conjunto se va modificando, en el algoritmo que veremos, conforme el algoritmo va
progresando partiendo del grafo completo. El algoritmo PC puede observarse en la
figura 1.3.

La complejidad del algoritmo depende del nUmero de adyacencias que tengan
los nodos en el grafo. Séael mayor nimero de adyacencias para un nodo en el
grafoG, y sean el numero de vértices en el grafo. Entonces el nimero de tests de
independencia condicional necesarios para el algoritmo esta acotado por:

2(5)2(" )

Esta cantidad esta acotada por:

Para hacer el andlisis en el peor caso, se asume que todo par de variables esta
d-separado por un subconjunto con cardinalida&n el caso general, el nimero
de tests de independencia condicional requeridos por grafos con una cardinalidad
méaximak sera mucho menor. De todas formas, los requerimientos computacionales
crecen exponencialmente ckn

El algoritmo PC es eficiente y fiable, pero realiza tests innecesarios. Asi, para
determinar cuando se elimina un arco emtesy, el procedimiento debe comprobar
todo subconjunt&de AdyadC, x) \ {y} o deAdyadC,y) \ {x}, pero las relaciones
de independencia o dependencia entre muchos de estos subconjuntos de variables

1Se denomina asi a las relaciones de independencia condicional en donde el conjunto condicionante
tiene un namero elevado de variables. Si por el contrario este conjunto contiene un nimero reducido de
variables se le denominan relaciones de independencia de orden bajo.
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Algoritmo PC

1. Formar el grafo C completo no dirigido sobre el conjunto de vértices U.

2. n=0
Repetir

- Repetir
- Seleccionar un par ordenado de variables x e y que sean adyacen-
tes en C, tal que Ady#C,x) \ {y} tiene un cardinal mayor o igual a
n, y un subconjunto S de Adyécx) \ {y} de cardinal n. Sixey
estan d-separadas dado S, borrar el arce-¥ de C y guardar S en
SEPSETX,y) y SEPSETY, X).
Hasta

- Todos los pares ordenados de variables adyacentes de x ey, tal que
AdyadC,x) \ {y} de cardinalidad n han sido ya comprobados anterior-

mente.
n=n+1
Hasta

- Para cada par ordenado de variables adyacentes a x e y. AGyar\ {y}
tiene una cardinalidad menor que n.

3. Sea Cel grafo resultado de la etapa anterior. Para cada tripleta de vértices
(x,y,2) tal que: el par(x,y) y el par(y,z), son adyacentes en (ero el par
(%,2) no es adyacente en Grientar X—y—z como X— Yy « z si y solo si y
no esta en SEPSEX, z).

4. Repetir

- Sia— b, b—cyay cno son adyacentes y no hay cabeza de flecha en b,
entonces orienta b ¢ como b— c.

- Si hay un camino dirigido desde a hasta b y un arco entre a y b, entonces
orienta a— b.

Hasta que que ningun arco mas se pueda orientar.

Figura 1.3: Algoritmo PC



1.3. Algoritmos de Aprendizaje 25

pueden ser irrelevantes para establecer una relaciomeateSi, para un mode-

lo isomorfo a un grafo dirigido aciclico, las variableg y son condicionalmente
independientes dado los padresxde los padres dg, entonces lo son dado un
subconjunto de padres aed de padres dg que contiene sélo los vértices que se
encuentran en un camino no dirigido entiey. Por tanto, es suficiente con realizar

los tests de independencia condicionados a subconjuntos de variables adyacentes a
y subconjuntos de variables adyacentggjae estan en caminos no dirigidos entre

x ey. Esta idea se encuentra en [127] con una version del algoritmo denominada
PC¢. En cualquier caso, el nimero de caminos posibles entre dos nodos es lo sufi-
cientemente grande como para que, por requerimientos de memoria, este algoritmo
s6lo tenga una aplicacién practica con un conjunto pequefio de variables. Cuando
el nimero de variables es grande se debera utilizar el algoritmo PC.

En el primer punto del segundo paso del algoritmo, se selecciona un par de
variables y un subconjuntd para determinar una relacién de independencia en el
modelo. La busqueda que realiza ser4 mas rapida si se seleccionan en primer lugar
aquellas variables con mas probabilidad de ser condicionalmente independientes
dadoS. Este problema se puede abordar utilizando distintas heuristicas de busqueda:

H1 Comprobar los pares de variables y subconjustes orden lexicografico.

H2 Comprobar primero aquellos pares de variables que sean menos dependientes.
Los subconjuntoS se seleccionan en orden lexicografico.

H3 Para una variable determinadacomprobar primero aquellas variablgs
que son probabilisticamente menos dependientexcoandicionando so-
bre aquellos subconjuntos que son probabilisticamente mas dependientes con
X.

En [127] podemos encontrar una descripcion del comportamiento de estas tres
heuristicas ante un conjunto de ejemplos.

1.3.2 Algoritmos basados en optimizacién de una medida

En esta seccion realizaremos un repaso de algunos algoritmos de aprendizaje que
utilizan algin criterio de bondad en el ajuste como base para recuperar la red. El
problema se puede enfocar en cémo podemos construir, a partir de datos, un grafo
dirigido aciclico que, con el menor nimero de arcos, sea una buena representacion
de la base de datos.

Los algoritmos que se enmarcan en esta clase incorporan, implicita o explicita-
mente, los siguientes tres elementos:

e Unamedida de calidaflque nos permite seleccionar la mejor estructura entre
un conjunto de ellas.
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e Una heuristica de busqueda para seleccionar, de entre todo el conjunto de
posibles estructuras un subconjunto “bueno” de ellas, ya que es bien cono-
cido que el espacio de blsqueda de los grafos dirigidos aciclicos es super-
exponencial [29, 121].

e Un método para obtener la informacién cuantitativa (distribuciones de proba-
bilidad) de la estructura resultante.

1.3.2.1 Medidas de Calidad de una Red de Creencia

Una medida de calidaf{G : D, ¢), es un criterio mediante el cual podemos ordenar

de alguna forma el conjunto de redes de creencia posibles, ddedeun red de
creencia,@ es una informacion a prictj y D es un conjunto de datos. Por ello,

dada la informacion a priori y/o un conjunto de daisel objetivo perseguido es
obtener una red de creencia de alta calidad. Una medida de calidad debe satisfacer
ciertas propiedades deseables. Por ejemplo, seria deseable que una media de calidad
f asignara la misma medida a dos re@sy G, que fuesen isomorfas, esto es,
representaran el mismo modelo de dependencias. Otras propiedades deseables para
una medid& serian:

e Aredesrecomendadas por los expertos se les debe asignar calidades mas altas
gue a las rechazadas por ellos.

e Las representaciones perfectas (Perfect-Map) deben recibir calidades mayo-
res que las que no lo son.

e Los I-Map minimales deber recibir calidades mayores que los no minimales.

e Las redes de reducido nimero de parametros a igualdad de condiciones deben
recibir mayor medida de calidad.

e Las redes que confirmen la informacién contenida en los datteben obte-
ner una mayor medida de calidad que las que los contradigan.

Para ampliar conocimientos sobre este tema y otras propiedades se puede con-
sultar [19, 20, 21, 75, 66, 23, 25, 24].

Las medidas de calidad, en nuestro caso, deben manejar la incertidumbre en dos
parametros, esto es, la estructura de la red de creencia y los parametros asociados a
ésta. En este caso se puede disponer de la informacion agwal conjunto de
datosD, y el objetivo es encontrar la mejor red de creencia usando alguna medida
de calidadf (G: D, @). En este caso hemos de notar qué&drnemos representado
tanto la estructura grafica como el conjunto de parametros de la red. Si estamos

2es habitual obviar este término en la funcibypa que normalmente se especifica esta informacion a
priori, de esta forma es normal encontrarnos la funcién cé(®: D)
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interesados solamente en el aprendizaje estructural, entonces hemos de maximizar
esta medida con respecto a sus parametros.

Algunas medidas de calidad se definen como la suma de tres componentes [27]:
f = p(informacion a priori)+g(datos disponibles)t(complejidad), donde las ante-
riores funciones son conocidas. El significado de estas funciones son los siguientes:

e La funciénp asigna una probabilidad alta a las redes que han sido indicadas
como altamente probables por la informacidn a priori y una probabilidad baja
alas que han sido indicadas como poco probables, este término se va haciendo
despreciable conforme el conjunto de datos del que disponemos aumenta. Si
no hay conocimiento previo este término se sustituye por cero lo que equivale
a que se supone que la distribucion de probabilidad asignada es la uniforme.

e Lafuncionges un término de bondad en el ajuste que mide lo bien o mal que
una red de creencia reproduce los datos disponibld3a una medida alta a
las redes que estén de acuerdo con los datos y baja a las que los contradicen.
Normalmente la contribucion de este término aumenta conforme aumentan
el nimero de arcos que introducimos en la red. En este caso se tiene mas
parametros o grados de libertad y, normalmente, se puede obtener un mejor
ajuste a los datos. Las elecciones tipicas para este término son las siguientes:

— La log-verosimilitud, esto es, el logaritmo de la funcion verosimilitud
de los datos con respecto a la red:R¢B|G(0)), dondeb representa el
conjunto de parametros de la red.

— Ellogaritmo de la probabilidad a posteriori de los pardmefrdada la
estructuraG y los datoD: logP(8|G, D).

e Lafuncion complejidadh penaliza aquellas redes con una estructura compleja
(en parametros o en arcos). Por esto, este término favorece a redes simples
con un numero reducido de arcos y parametros.

Para medir la complejidad de una red es necesario conocer su dimension y
normalmente se define como el nUmero de parametros necesarios para espe-
cificar su distribucion conjunta.

En la literatura especializada existente se han propuesto varias medidas de cali-
dad para redes de creencia. Estas las podemos clasificar en los tipos siguientes:

e Medidas Bayesianas
e Medidas de Minima Longitud de Descripcion (MDL)
e Medidas de Informacion

Estos tres tipos de medidas de calidad se discuten en las secciones siguientes.
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1.3.2.2 Medidas Bayesianas

Las medidas de calidad Bayesianas se basan en la estadistica Bayesiana (teorema
de Bayes y las familias conjugadas en particular). En definitiva seria calcular la
probabilidad a posteriori:

P(D|G)P(G)

P(GID) = =55,

(1.9
La idea basica de estas medidas Bayesianas consiste en asignar a toda red una
medida que es una funcion de su probabilidad a posteriori (ver [66, 31]).

Medida de Cooper-Herskovits K2. Cooper y Herskovits [31] proponen la medi-
da siguiente:

n

f(G:D) =logP(©) + 5 S ()

k; [log WIH.) + JZl'ogr(Nuk +1)|| (@10

dondeNijk es la frecuencia de las configuraciones encontradas en losRDiates
las variablest;, donden es el niumero de variables, tomandojsésimo valor y sus
padres erG, 1;(x;), tomando sik-ésima configuracion, dondg es el nimero de
configuraciones posibles del conjunto de padres s el namero de valores que
puede tomar la variablg. N, = z;izl N;j- Donder () es la distribucion Gamma;

en el caso discreto(n) = (n— 1)

Medida de Geiger y Heckerman BDe. Geiger y Heckerman [66] proponen la
siguiente medida:

n

f(G:D) =logP(G) +Z

J + Miji)
log ————K.__ + Iog ”k 1
kzll r( N|k+ Mik) Z

=1 |]k)

(1.11)
donden;;, son hiperparametros g, = Z M- Existen diferentes formas de
calcular estos hiperparametros, bajo C|ertas condiciones, a partir de un pargmetro
gue puede interpretarse como el “tamafio muestral equivalente”. Un caso particular
es cuand07ijk =1, en este caso esta medida coincide con la anterior (K2). Otro
caso particular es cuandg, = n/(r;-5), en este caso se le suele denominar BDeu
(uniforme).

1.3.2.3 Medidas de Minima Longitud de Descripcién

En las medidas Bayesianas es necesario especificar la informacién a priori. Esta
informacién no tiene porque ser conocida y es por ello que en la mayoria de las
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situaciones se suponga uniforme (desconocimiento absoluto, maxima entropia). Las
medidas de minima longitud de descripcién [94, 131, 120] son una forma alternativa
de establecer una métrica basada en conceptos de la teoria de la codificacion, en
donde la codificacion se basa en reducir lo mas posible el nimero de elementos
necesarios para representar un mensaje atendiendo a su probabilidad de ocurrencia,
esto es, los mensajes mas frecuentes tienen codigos cortos y los mensajes menos
frecuentes tendran cédigos largos. El principio de minima longitud de descripcién
selecciona la codificacion de conduce a una minima longitud en la codificacion de
los mensajes.

En el caso de redes de creencia, la longitud de descripcion incluye: La longitud
requerida para almacenar los parame@tae la red. Es conocido que la longitud
media necesaria para almacenar un nimero en el rangd @s1/2logN. Por
esta razon, para almacenar los parametros de la funciéon de probabilidad conjunta,
se necesita una longitud d¢2C(G)logN, dondeN es el tamafio de la muestra y
C(G) es la complejidad de la re@ definida como:

n

C(©)= 3 (- 1) (1.12)

es decir, el nUmero de parametros libres asociados a la funcion de probabilidad con-
junta, siempre que almacenemos éstas como tablas de probabilidad; esta funcién
puede verse modificada si utilizamos otras representaciones como arboles de proba-
bilidad [59, 26].

Por otra parte hemos de considerar la longitud del conjunto de Batoslifi-
cados usando la distribucién de probabilidad asocid@acpe en caso de redes de
creencia discretas resulta ser:

n i3 Nijik
i; lek; Nijk log N—Ik (1.13)
Entonces la medida quedaria de la siguiente forma:
f(G:D) = X %N-- Iongl/ZC(G)IogN (1.14)
i;;\kzl K Nig

1.3.2.4 Medidas de Informacién

Otra forma de medir la calidad de una red de creencia es mediante las medidas de in-
formacion. Estas medidas estan muy relacionadas con las anteriores. La idea basica
consiste en seleccionar la estructura de red que mejor se ajusta a los datos, pena-
lizada por el nimero de parametros necesarios para especificar su correspondiente
funcion de probabilidad conjunta. Esto conduce a una generalizacion de la medida
de la ecuacion 1.14:
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n i 5 Ni'
f(G:D):i;;k;NijklogWJ:f (G)f(N) (1.15)

dondef(N) es una funcién de penalizacion no negativa. Si esta funtih =

1, tendremos la medida del criterio de informacion de Akaike (AIC),(8l) =
logN/2, entonces tendremos la medida del criterio de informacion de Schwarz
(BIC) dando lugar a la misma medida de la ecuacion 1.14fy{Nj = 0, tendre-

mos una medida (Bayesiana) del criterio de maxima verosimilitud.

Otras medidas de informacion bastante utilizadas estan basadas en la medida de
entropia cruzada de Kullback-Leibler [92], por ejemplo en el trabajo [30] utilizan
esta medida para recuperar arboles. Posteriormente en el trabajo [118] generalizan
el anterior algoritmo para recuperar poliarboles. Otros algoritmos que se pueden
considerar como generalizacion del anterior son [3, 65]. Otro trabajo en donde se
utiliza una medida de entropia es [79].

1.3.2.5 Algoritmos de Busqueda

El problema del aprendizaje se podria plantear de la siguiente forma: Tenemos una
base de datos de casbs= {v?,...,v™}, dondev' es un caso de la base de da-
tos. Asumimos que tenemos definida una funcion de medida para un grafo dirigido
aciclico dados los datos de la base de datos de d4&»sD). Sea¥, la familia

de todos los grafos dirigidos aciclic@&conn nodos. Entonces el problema que
queremos resolver sera:

Encontrar G* = arg maxGe%f(G :D) (1.16)

Una propiedad deseable pdrg muy importante para el problema del aprendi-
zaje es que la métrica sea descomponible en presencia de datos completos, esto es,
la métricaf puede ser descompuesta del siguiente modo:

f(G:D)= -;f(xi’ (%) : in,ne(xi)) (1.17)

dondeNWTG(m son los estadisticos (frecuencias) del valor de la variable el
conjunto de sus padres €nr;(x;), enD, esto es, el numero de instanciadeque
concuerdan con cada posible configuracioxde 15 (x;) (en adelante omitiremos

el términoNXi’nG(Xi)) . Esta propiedad es muy importante para el aprendizaje de
redes de creencia: Un procedimiento local que cambia un solo arco para definir su
vecindad, puede eficientemente evaluar el valor de la funtigara cada uno de

los vecinos dé5. Estos procedimientos puede hacer uso intensivo de los calculos
realizados en etapas anteriores.
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Es bien conocido (ver [29]) que el problema de aprendizaje de redes de creencia
es no polinomial (NP-duro), es por ello que se ha planteado como un problema de
optimizacion combinatoria en donde se han aplicado diferentes técnicas heuristicas
de blsqueda, como pueden ser métodos locales [23, 31, 21, 60]...; Algoritmos de
optimizacion global [97, 98, 42, 105]...

A continuacion vamos a detallar dos de los algoritmos mas conaocidos en la li-
teratura y sobre los que nos basaremos en gran medida a lo largo de esta memoria.
Estos dos algoritmos utilizan como método de busqueda una ascension de colinas,
heuristica greedy. Estos dos algoritmos son el algoritmo K2 y el algoritmo B.

El algoritmo K2 fue propuesto por Cooper y Herskovits en [31] y fue una exten-
sion de otro algoritmo propuesto por ellos mismos en [79]. Este algoritmo (figura
1.4) comienza por la red vacia de enlaces y supone que tenemos un orden causal
establecido entre los nodos de la red. Para cada varabé algoritmo afiade a
su conjunto de padres(x;), el nodo, menor qug, en el orden, que conduce a un
maximo incremento en la medida utilizaflaEl proceso se repite hasta que, o bien
no se incremente el valor de la medida, o se llegue a unai@tal nimero de pa-
dres. En [9] se presenta una evaluacion de este algoritmo de aprendizaje utilizando
conjuntos de datos simulados.

Algoritmo K2

1. Parai= 1hasta n hacer:
(@) T =0; 0K =True.
(b) P0|d = f(xqu)
(c) Mientras OK y|7E| < u hacer:

i. Seaz el nodo en el conjunto de predecesores dg& no pertene-
cen arg, que maximiza a (&, 7t U {z}).
iii. Si Phew> P, 4 Entonces{P,,; = Prew: 7§ U {2z} }. En caso contrario
OK = false.

(d) Los padres del nodo sonrs.

Figura 1.4: Algoritmo K2

El algoritmo B (figura 1.5) fue propuesto por Buntine en [23]. EIl algoritmo
comienza con conjuntos de padres vacios como el algoritmo K2. En cada etapa
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Algoritmo B

1. Etapa de Inicializacion:

(a) Parai=1hastan hacerm(x;) =0
(b) Parai=1y j=1hastan hacer:
Si (I 7& J) Entonces Av ]] = f(Xi7Xj> - f(XI,@)

2. Etapa lterativa:

(a) Repetir hasta queAji, j] <006 Ai,j] = —o Vi, ).
i. Seleccionar un par de indicés j) = max; ; Ali, j]

ii. Si (Ali, ] > 0) Entonces(x;) = m(x;) U {x;}

iii. Para x4 € Ancestrosx;) y x, € Descendientgs;) U {x;} hacer:
Ala,b] = —oo.

iv. Ali,j]=-

v. Para k= 1 hasta n hacer:
Si (Ali,kl > —w) Entonces Ak = f(x,mx) U {x}) —
F 0%, 110%))

Figura 1.5: Algoritmo B
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se afiade una nueva arista que no de lugar a ciclos dirigidos y que maximice el
incremento de la medidha utilizada. El proceso se repite hasta que no se consigue
incrementar mas la medida utilizada o se obtiene una red completa.

1.3.3 Un algoritmo Hibrido basado en conjuntos minimos d-se-
paradores. BENEDICT.

BENEDICT [5], acronimo compuesto por las palabras BElief NEtworks DIscovery
using Cut-set Techniques, es una metodologia hibrida para el aprendizaje de redes
de creencia: utiliza una métrica especifica y un método de busqueda, pero también
emplea explicitamente las relaciones de independencia condicional representadas en
la red para definir la métrica, y utiliza tests de independencia para limitar el proceso
de busqueda.

La idea basica de los algoritmos de este tipo es cuantificar la discrepancia entre
cualquier red candidata y la base de datos, midiendo para ello las discrepancias entre
las independencias condicionales representadas en la red (a través del concepto de
d-separacién, separacion direccional o independencia gréafica [111]) con las corres-
pondientes independencias condicionales que puedan deducirse de la base de datos.
La agregacion de todas estas discrepancias sera la métrica que utilicen los algorit-
mos. En cuanto al proceso de busqueda, BENEDICT emplea una técnica greedy:
inicialmente se parte de un grafo completamente inconexo, y en cada iteracion se
prueba a insertar cada uno de los arcos posibles, eligiendo aquél que produce una
mayor disminucion de la discrepancia, e incluyéndolo en el grafo de forma perma-
nente. Se continua con este proceso hasta que finalmente se satisface una condicion
de parada.

La version de BENEDICT que comentaremos aqui determina la estructura de la
red bajo la suposicion de que se dispone de una ordenacion total de las variables
(como sucede con otros algoritmos de aprendizaje [31, 79, 134]).

Puesto que la idea basica del algoritmo es medir las discrepancias entre las in-
dependencias condicionales representadas en cualquier red candidata y aquéllas que
reflejan los datos, lo primero que hay que plantear es qué independencias representa
una red. Esta cuestion tiene, en principio, una respuesta muy clara: todas las re-
laciones de independencia que pueden deducirse del grafo mediante el criterio de
d-separacién. Sin embargo, el nimero de asertos de d-separacion representados en
un grafo puede ser muy alto (crece exponencialmente con el tamafio del mismo), y
por razones de eficiencia y fiabilidad interesa excluir gran parte de ellos y utilizar
s6lo un subconjunto “representativo” de todas las d-separaciones presentes. Una op-
cion muy razonable se basa en utilizar el hecho de que en un grafo dirigido aciclico
G, cualquier nodoxj gue no sea un descendientexdesta d-separado demediante
el conjunto de padres de en el grafo. Por tanto, se puede emplear como conjunto
de independencias el formado por las sentencias de la fdsma;|75;(x;)), para



34 Redes de Creencia, Algoritmos de Aprendizaje y Redes de Creencia Dindmicas

cada par de variables no adyacenies X;j; Se supone que; < X; en el orden dado.

Sin embargo también importa el nimero de variables implicadas en esas inde-
pendencias: cada uno de los asertos de independencia extraidos del grafo ha de ser
contrastado con los datos mediante una medida de discrepBepa,Asi pues,
interesa reducir lo mas posible el tamafio de los conjuntos d-separadores: dados dos
nodosx; y Xx;, tal quex; < x;, en lugar de utilizar el conjuntog(x;), BENEDICT
usa un conjunto de tamafio minimo que consiga d—sepadaaij. Encontrar este
conjunto supondra un esfuerzo adicional, pero se vera compensado con un decreci-
miento en la computacion de la medida de discrepancia; también se obtendran unos
resultados mas fiables, ya que se necesitan menos datos para estimar fiablemente
una medida de orden menor.

Por tanto, dada una red candid&alas relaciones de independencia cuya dis-
crepancia con los datos se va a calcular $¢x; x;|Sy(X;,X;)g), para cualquier par
de nodos no adyacentesx; enG, tal quex; < X;, dondeS;(x;,X;)g es el minimo
conjunto d-separador de y X;. El método empleado para encontrar los conjun-
tos §;(X,X;)g esta basado en una modificacion del conocido algoritmo de Ford-
Fulkerson para problemas de maximo flujo en redes [4]. En el algoritmo BENE-
DICT, el calculo de los conjuntos d-separadores minimos se lleva a cabo mediante
la funcionMinimo-Corte

En cuanto a la forma de medir la discrepancia entre cualquier sentencia grafica
de independencia condicional representada en el grafo y los datos, se emplea la
entropia cruzada de Kullback-Leibler [92], que mide el grado de dependencia entre
x ey dado que conocemos el valor de

Dep(x,y|z) = Z P(x,y,z)log 5 P(xy[2 (1.18)

&z (X2)P(y[2)

dondeP representa la distribucion de probabilidad estimada a partir de la base
de datos. Esta medida toma el valor O cuar@oy son realmente independientes
dadoz, y es tanto mayor cuanto mas dependientes entre si sgrladoz.

En lo que se refiere a la medida de discrepancia global entre el@rafa base
de datoD, f(G: D), que emplea el algoritmo para puntuar los méritos relativos de
cadared candidata seleccionada por el proceso de busqueda, se define de la siguiente
manera:

f(G:D) = z Dep(x;, XS4 (%, %))
xj<xi,xj§zr[G(xi)
El algoritmo BENEDICT se describe en la figura 1.6.

En la descripcién del algoritmo anterior no se ha especificado la forma concreta
en que se detiene el proceso de aprendizaje. Se utilizan tests de independencia para
ir eliminando arcos del conjunto de arcos candidatos, y detener el proceso de forma
natural cuando dicho conjunto llegue a ser vacio [7] (se eliminan arcos candidatos
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Algoritmo BENEDICT

1. Comenzar con un grafo G sin arcos £30)
2. Sefijal={X; = x[x; <x}; f =0

Para cada par de nodos X % hacer f= f + Dep(X;,Xs|0)

oW

min= f
5. Hasta detenerse hacer

(a) Para cada enlace p— X EL hacer
I G'=GU{x; =X} f=0
ii. Para cada nodo xhacer
Para cada nodo x< x tal que % ¢ 1t (%) hacer
Sg (%, Xs) = Minimo-Cortex;, Xs)
f = f 4+ Dep(x;,Xs|Sy(%,%s) )
iii. Si f <minentonces
min= f
X=Xy =X
(b) G=Gu{y—x}
(©) L=L\{y—x}

Figura 1.6: El algoritmo BENEDICT.
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bien porque se insertan en la estructura o bien porque sus nodos extremos se hallan
independientes). También se realiza un proceso final de poda de arcos (similar a los
métodos de poda empleados habitualmente para arboles de clasificacion): una vez
terminado el proceso de insercién de arcos, se procede a una revision de cada uno
de ellos: se prueba a eliminarlos uno a uno, empleando también para ello un test de
independencia.

1.4 Redes de Creencia Dinamicas

1.4.1 Introduccion

La mayoria de las investigaciones en razonamiento probabilistico se han centrado en
la construccién y uso de modelos fundamentalmente estéaticos, en los cuales las rela-
ciones temporales entre las variables del modelo son fijas e invariantes en el tiempo.
Las predicciones o calculos de las probabilidades a posteriori dado un conjunto de
observaciones no varian con el tiempo. En estos modelos estéaticos se tiene solo en
cuenta las observaciones actuales para predecir el estado del sistema sin posibilidad
de tener en cuenta la historia de la evolucién temporal de las observaciones en el
sistema.

Aunque algunos problemas dinamicos se pueden resolver con modelos estati-
cos, parece mas razonable considerar en el modelo resultante la evolucién temporal
del sistema, con los medios necesarios para poder actualizar las relaciones que de-
pendan del tiempo. En comparacion con los modelos estéaticos, una consideracion
temporal en el modelo enriqueceria el mismo con la informacién de la tendencia
temporal del sistema asi como con métodos para poder actualizar el modelo en res-
puesta a las observaciones de la historia del proceso evolutivo del sistema.

Ejemplo 1.1 Vamos a suponer que tenemos la red de creencia descrita en la figura
1.7 para monitorizar el proceso de siembra y recoleccion del trigo.

En dicha red tenemos la informacion necesaria para poder obtener median-
te algoritmos de inferencia, [100, 84], de manera eficient€PST,ES SNV) o
P(F|T,ESSNV), etc. Hemos de notar, sin embargo, que estas distribuciones de
probabilidad a posteriori son validas solo para un periodo de tiempo determinado,
por ejemplo una semana, ya que claramente existen variables en el sistema que de-
penden del tiempo. Por otra parte, en un proceso dindmico han de tenerse en cuenta
no solo las evidencias que tenemos en el actual instante de tiempo, sino también la
llegada de nueva evidencia para un proceso de razonamiento.

En primer lugar, como hemos comentado, parece razonable que un modelo gra-
fico dinamico pueda tener en cuenta las observaciones historicas, sin embargo exis-
te otra razén por la que es recomendable ampliar el modelo de la red de creencia.
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Figura 1.7: Red de creencia para un sistema de produccion de trigo.

Si observamos de nuevo la estructura de la red de la figura 1.7, parece logico es-
tablecer la siguiente relacién: La cantidad de hoja afectada por el moho es causa
directa para la superficie neta de hoja verde y ésta a su vez influye directamente en
el microclima, pero de nuevo éste influiria de manera directa en la cantidad de hoja
afectada por el moho. Este tipo de relaciones no se pueden representar directamen-
te en unared de creencia ya que se estableceria un bucle dirigido no permitido.

Por estas razones ha de plantearse la utilizacion de un modelo grafico que per-
mita representar sin ningdn problema las situaciones que hemos planteado y reali-
zar procesos de razonamiento validos.

Se han desarrollado extensiones de las redes de creencia para tratar de forma
explicita el tiempo dando lugar a las redes de creencia dindmicas, que caracterizan
la evolucién temporal del sistema mediante un modelo de evolucién que estable-
ce las dependencias temporales entre las variables del sistema en cuestion. Para
nuestro ejemplo, una modelizacion temporal del sistema de produccion podria pa-
recerse al de la figura 1.8. Con este modelo desde el instante de tiemPbasta
t =n—1, es decir, desde el inicio del proceso dinamico hasta el final del mismo, nos
permitiria resolver las cuestiones que planteabamos en un principio, estas son, te-
ner en cuentala evolucion histdrica de las observaciones y por otra parte establecer
relaciones temporales entre las variables de una manera explicita.
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Figura 1.8: Red de creencia dinamica para un sistema de produccién de trigo.
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Se han desarrollado modelos dinamicos para el razonamiento temporal probabi-
listico, tales modelos pueden ser aplicados a un gran campo de aplicaciones como
la prediccion, control, planificacion, problemas de simulacion, etc.

Los investigadores en el campo de la estadistica han desarrollado numerosos mé-
todos para razonar sobre las relaciones temporales entre las variables que describen
un modelo. Este campo, generalmente conocido canddisis de series tempo-
rales consiste en una coleccion de muestras de un proceso evolutivo estocastico,
es decir, un conjunto de observaciones que se realizan secuencialmente conforme
evoluciona el tiempo. Se han obtenido buenos métodos para modelar y resolver
este tipo de problemas cuando las relaciones temporales que se describen no son
complejas y son lineales. Solo recientemente se han unido de alguna forma es-
te Ultimo campo y el del estudio de la representacion del conocimiento incierto
mediante redes de creencia, dando lugar al modelo de red de creencia dinamica
[15, 50, 70, 89, 102, 107, 115, 114, 116, 32, 33].

En general, en un modelo dindmico, consideraremos un conjunto de variables
aleatoriasX (k), que describen el estado del sistema en el instante de tiempo dis-
creto,t =k, como por ejemplo la variable temperatura del ejemplo anterior. En
estos modelos nos interesan conocer las creencias relacionadas con un mundo cam-
biante. Si tenemos la evolucion histérica de una determinada observaciéon desde
t=0,...,t =k, incluido éste, tendremos una serie de observaciones para un con-
junto de variable® en cada periodo de tiemppesto esQ(0),...,0(k). El primer
problema que se nos puede plantear solucionar sera el de calcular la creencia del
estado del sistema en el instante de tiemnpd, en base a la evidencia acumulada
hastat = k. En términos de probabilidad sera calcular la expresion:

P(X(k)|O(0),...,0(k))

Calcular la expresion anterior de manera directa puede ser bastante complejo,
asi que podemos simplificar bastante su calculo si consideramos que el problema
es de tipo markoviano, esto es, la distribucion del estado actual depende exclusiva-
mente del estado anterior y del conjunto de observaciones actuales. En términos de
probabilidad esto quiere decir que:

P(X(k)|X(0),...,X(k—1),0(0),...,0(k)) = P(X(K)|X(k—1),0(k))

A este tipo de modelos dinamicos markovianos se les denomina en la literatura
estadisticdModelos Dinamicos Markovianos Parcialmente Observa#3MPO,
modelos que se caracterizan por tener un conjunto de observaciones en cada instante
de tiempo. En estos modelos el conjunto de observaciones-dnsolo depende
del estado actual del sistema, es deciKde), en términos de probabilidad:

P(O(K)|X(0),...,X(k),0(0),...,0(k—1)) = P(O(k)|X(k))
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Fijémonos en que parece razonable pensar que el conjunto de observaciones en
t = k nos ayude a estimar el estado actual del proceso dindmico junto con el estado
previo del sistema. Las expresiones que hemos visto nos llevan de una manera
natural a definir un modelo gréafico que establezca las relaciones comentadas.

~ MODELO DE EVOLUCION DEL ESTADO
-

-
s

Ve
— Estado t, ; Estado t, Estado t,,

b 4

e
e
Observaciont,_; ~” (Observaciont, Observaciont,,
7
s

s

’ MODELO SENSORIAL
Figura 1.9: Modelo Gréfico para un MDMPO.

En la figura 1.9, el modelo de evolucion del estado corresponde al modelo de
transicion entre estados del sistema, en términos de probabilidad se corresponde
con la distribucionP(X (k)|X(k—1)) y el modelo sensorial se correspondera a la
distribucionP(O(k)|X (K)).

El conjunto de expresiones que hemos visto hasta ahora nos permite simplifi-
car de manera significativa el calculo correspondiente a la estimacion del estado
actual del sistem®(X(k)). El célculo se puede realizar en dos fases: (a) Fase de
prediccion y (b) Fase de estimacion. Estas dos fases son una generalizacion de las
técnicas bien conocidas en el andlisis de series temporales con el norfitiresle
de Kalman(Kalman filters). Estas técnicas se aplican universalmente en proble-
mas de monitorizacién y control de todo tipo de sistemas dinamicos, desde plantas
guimicas hasta proyectiles dirigidos.

El célculo deP(X(k)) se podra realizar de la siguiente forma:

e Fase de Prediccion: Primero, se predice la distribucién de probabilidad en
aquellos estados que habriamos esperado, con base al conocimiento que dis-
ponemos acerca del estado anterior:

P(X(k)) =5 P(X(K)[X(k—1))P(X(k—1))
x(k=1)

e Fase de Estimacion: Tenemos ahora una distribucion que se extiende a través
de las variables de estado actuales, basada en todo menos en las observaciones
recientes. La fase de estimacidn actualiza lo anterior a través de la observa-
cion en el instante= k:

P(X(K)|O(k)) = aP(O(k)[X(k))P(X (k)
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en dondax es una constante de normalizacion.

1.4.2 Conceptos basicos. Definicion formal del modelo

En este punto del trabajo vamos a estudiar y definir de una manera formal como se

puede representar la evolucion temporal del estado de un sistema dinamico mediante
redes de creencia. Para ello vamos a seguir la notacion y el modelo desarrollado por
Keerulff en el trabajo [88].

Formalmente una Red de Creencia Dinamica (RCD) extiende la representacion
de una red de creencia para modelar procesos temporales. Asumiremos que los
cambios de estado ocurren entre periodos de tiempo discretos, los cuales van a ser
indexados por enteros no negativos. Agk) € V (k) representara el estado de la
variablex; en el periodo de tiempo=k, y V (k) representaré el conjunto de variables
aleatorias en el periodo de tiempe: k. También asumiremos que hay un nimero
finito de periodos de tiempi, esto es, el indick tomara sus valores en un rango
finito [0, (n— 1)].

De esta forma una RCD puede ser definida c@ne (V,E) un grafo dirigido
aciclico que describe la estructura del modelo dinamicd.=S0D es el primer mo-
delo de la red, entonc&slo forman los subconjuntos disjuntas(0), ...,V (n—1).

Es decir,

V=V(0,(n—1)) = nJV(t)
t=0

Al conjunto de arcos dirigidos
EMP(k) = {x(k—h) — Xj(K)} CE

donde, 0< k< n—1y 0< h <Kk, se le denominaarcos temporales relaciones
temporale®n el periodo de tiempto= k, los cuales definen el modelo de transicion
del sistema dinamico.

De esta forma el conjunto de arde€n G puede ser definido como:

E =E(0,(n—1)) = E(0) uUE*(t),
t=1

dondeE(t) CV(t) xV(t) y E*(t) = E(t) UE'™P(t). De esta forma, la estructura
grafica del modelo en el periodo de tiempera:G(t) = (V(t),E(t)).

Para representar las creencias sobre las posibles trayectorias del proceso dina-
mico, necesitamos especificar una distribucion de probabilidad sobre el conjunto
de variabled/(0),V(1),...,V(n—1). Esta distribucion puede ser extremadamente
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compleja, asi que es muy usual asumir que el proceso dinamico que estamos re-
presentando esarkoviano En términos de probabilidad esto Gltimo quiere decir
que:

PV (K)[V(0),...,V(k—1)) =PV (k)|V(k—1))

es decir, el futuro es condicionalmente independiente del pasado dado el presente.
Formalmente, y en términos de relaciones de independencia condicional lo podemos
notar como:

1({V(0),...V(k—=1} {V(k+1),..,V(n-1}V(k))

parak > 0yn > 0. Esto implicara que el conjunto de relaciones tempofat&$(k)
contendra solo arcos entre periodos consecutivos de tiempo. También es usual asu-
mir que el proceso dinamico que queremos modelagstacionario esto quie-

re decir queP(V(k)|V(k— 1)) es independiente del indide Las consideracio-

nes previas dan lugar a que en cada npdé) tengamos almacenadas las dis-
tribuciones de probabilidad condicionalesx; (k)| (x(k)) U mg_,(x(k))) donde

n(x) = {m(x)NV(k)}, es decir, el conjunto de padresxjeestringido al periodo

de tiempok. Estas distribuciones de probabilidad condicional seran las mismas en
todos los periodos de tiempo. Esto, ademas, implicara que las estrugftirasan
también las mismas en todos los periodos de tiempo (Figura 1.10).
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Figura 1.10: Red de Creencia Dinamica. Los arcos temporales aparecen como
curvas. G(0,1) representa la unién de los dos primeros periodos de
tiempo.

Definiremos ahora la estructura gréfica resultante de la union de dos periodos de
tiempo consecutivos com®(k,k+ 1) = (V(k,k+ 1),E(k,k+ 1)), dondeV (k,k +
1) =V(KUV(k+1)yE(kk+1) =E(K)UE(k+1) UE™P(k+1).
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Anteriormente hemos definido el conjunto de padres de un xpdstringido a
un periodo de tiempk. De igual forma se podra definir el conjunto de hijos de un
nodox; restringido a un periodo de tiemjo

En definitiva, una RCD se puede considerar como un grafo dirigido aciclico, en
donde un conjunto de variables se repiten en el tiempo y el conjunto de arcos esta
compuesto por los arcos temporales que interconectan periodos de tiempo conse-
cutivos y arcos no temporales que interconectan las variables en el mismo periodo
de tiempo. Esta estructura gréafica representa una distribucion de probabilidad con-
junta sobre todas las posibles trayectorias del sistema dinamico, el cual consiste
bésicamente en dos partes:

e Unared inicialG(0) que especifica una distribucion sobre el estado inicial del
proceso temporal.

e Un modelo de transicion definido soli&gk, k+ 1), que especifica las proba-
bilidades de transicion entre estados del proceso temporal.

1.4.3 Aprendizaje de redes de creencia dinamicas

Existen muy pocos trabajos en la literatura especializada en aprendizaje de redes de
creencia que traten el aprendizaje estructural de redes de creencia dinamicas ([47]).
Existen bastantes mas trabajos ([22, 90]) para el aprendizaje paramétrico en este
tipo de estructuras dindmicas.

Friedman y col [61] desarrollan una extension de una métrica Bayesiana (BDe
ecuacion 1.11) y una medida de informacion (BIC ecuacion 1.14) para tratar con
modelos dindmicos markovianos y estacionarios. Posteriormente tratan el apren-
dizaje del modelo como un problema de optimizaciéon de la misma manera que el
aprendizaje de una red de creencia estatica (usaremos esta denominacion en contra-
posicion a las redes de creencia dinamicas) restringido al grafo compuesto por dos
periodos de tiempo consecutivBgk,k+ 1). Para este caso s6lo es necesario res-
tringir la busqueda de forma adecuada en el proceso de optimizacion, de tal forma
que los enlaces temporales soélo tengan una posible orientacion (orden temporal), y
gue si encontramos una relacién no temporal entre dos variables del mismo periodo
de tiempax; (k) — Xx;(k), ésta se replique en el periodo de tiempo siguienté+ 1.

Para estos casos debemos asumir que tenemos definida una base de datos de
casos independientes:

D= {v(0)},...,v(O)™v(D)L, ... ,v(D™ . .. v(n—1)i ... v(n—1™

dem casos, donde(k)' representa una instanciacion de las variableg @ en el
casai-ésimo de la base de datbs A partir de estos cas@y teniendo definida una
métricaf (G : D), dondeG representa una red de creencia dinamica, el problema
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del aprendizaje se puede formular del mismo modo que el aprendizaje de redes
de creencia estaticas. Friedman y col [61] demuestran que si tenemos un sistema
dinamico markoviano y estacionario entonces nos podemos centrar en el aprendizaje
de dos periodos de tiempo consecutivesk y t = k+ 1, esto es, restringirnos a
aprender el graf&(k,k+ 1). Una vez estimado este modelo, podemos replicar el
mismo para el resto de periodos de tiempo.

Teniendo en cuenta el anterior planteamiento, podemos decir que cuanto mas
eficaz y eficiente sea un método de aprendizaje (basado en métricas) de redes de
creencia estaticas, normalmente, més eficaz y eficiente serd este método para el
aprendizaje de redes de creencia dinamicas. Es por ello que en los dos siguientes
capitulos desarrollaremos métodos generales de aprendizaje de redes de creencia
estaticas.

Por otra parte, existen una gran cantidad de redes de creencia dinamicas en apli-
caciones reales ([57, 61, 138, 87]) en donde hemos podido observar que el nimero
de relaciones no temporales entre variables del mismo periodo de tiempo es muy
escaso, incluso es bastante habitual que no exista ninguna relacién de este tipo. Es
por ello, que estas relaciones puedan ser conocidas vy fijadas a priori (bien por un
experto, bien por algin algoritmo de aprendizaje restringi@®). En este ca-
so, podemos centrarnos en aprender las relaciones temporales a partir de los datos
D supuesto que tenemos conocidas las relaciones no temporales. En el capitulo 4
nos centraremos en el estudio de esta Ultima cuestion y desarrollaremos métodos de
aprendizaje especificos para el aprendizaje de relaciones temporales.



Capitulo 2

Metodos de Busqueda
Local para el Aprendizaje
de Redes de Creencia

2.1 Introduccidn

Muchos autores, [21, 76, 23, 31, 7],... han utilizado métodos de blsqueda local en
el aprendizaje de redes de creencia basado en optimizacion de alguna métrica. Estos
métodos se han mostrado eficientes en este tipo de problemas, obteniéndose buenas
soluciones en general. Quizas los métodos locales mas representativos de este tipo
de busquedas sean los métodos de ascension de colinas (hill-climbing) en sus di-
ferentes versiones, deterministas o estocasticas. El método clasico de ascension de
colinas se queda bloqueado en el primer maximo local encontrado, es por esto que
se han planteado soluciones para escapar de estos maximos locales; uno de los mé-
todos mas empleado quizés para evitar este tipo de situaciones, sea la ascension de
colinas con reinicios aleatorios. En general, este método perturba de forma drastica
una solucién encontrada al problema para empezar de nuevo una ascension de coli-
nas con esta nueva solucion perturbada, con la esperanza de encontrar una solucion
gue mejore la actual.

La mayoria de las aplicaciones de este tipo de busquedas al problema de la bus-
gueda de la red de creencia que mejor explica una base de datos de casos, se basan
en el espacio de busqueda de los grafos dirigidos aciclicos. Los operadores locales
clasicos de transformacion de un grafo hacia sus vecinos son los de inversion de un
arco existente en el grafo, borrado de un arco existente y afiadido de un arco nuevo
al grafo, todo ello evitando formar ciclos dirigidos. El espacio de bisqueda de los

45
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grafos dirigidos aciclicos es enorme y es por ello que se han planteado esquemas

de blsqueda especificos para las redes de creencia, esto es, no tratando el grafo di-
rigido en si sino una representacion de las clases de equivalencia que estos grafos
representan, y a partir de ello realizar transformaciones para movernos en el espacio

de las clases de equivalencia que es mucho menor que el anterior [28, 6].

El éxito relativo de los esquemas de blsqueda local con reinicio aleatorio, ha
hecho que nos planteemos en este capitulo un algoritmo basado en los principios
del anterior esquema, pero realizando un reinicio mas fundamentado desde el punto
de vista tedrico que el anterior caso. Por otra parte, recientemente ha aparecido
un nuevo esquema de busqueda local basado también en el anterior esquema, pero
realizando reinicios sistematicos en vecindades cada vez de orden superior si la
blusqueda actual no ha tenido éxito. Esta metaheuristica se deridasigaeda en
Entorno Variabley nosotros estudiaremos su adaptacion a nuestro problema y su
comportamiento en su resolucion.

Otros autores [97, 60, 42, 43, 49, 8]... han realizado estudios de esquemas de
busqueda no en el espacio de grafos dirigidos aciclicos sino en el espacio de 6rdenes
compatibles con una red de creencia. En general, estos autores demuestran que el
espacio de 6rdenes es mucho mas “suave” que el espacio de blsqueda sobre grafos
dirigidos aciclicos, esto quiere decir que es un espacio en donde no se presentan
comportamientos muy diferentes para vecinos proximos, cosa que si ocurre en el
espacio de grafos dirigidos aciclicos. Ademas, el espacio de ordenes es también
mucho menor que el espacio de grafos dirigidos aciclicos. Si bien esto ultimo es
ventajoso, también hemos de notar que evaluar un orden a través de las métricas
habituales de redes necesita el paso intermedio de aprender una red compatible con
el orden dado que mejor se adapte a nuestros datos y por consiguiente serd mucho
mas costoso que realizarlo directamente sobre la estructura modificada localmente.
Por consiguiente, esta evaluacion habra que realizarla de forma eficiente mediante
alguna heuristica. En este capitulo también nos dedicaremos a estudiar métodos
locales de busqueda en el espacio de 6rdenes.

Este capitulo se estructura como sigue: En primer lugar revisaremos la Me-
taheuristicaBBusqueda en Entorno Variabsi como sus posibles extensiones. Se-
guidamente estudiaremos dos algoritmos de busqueda local en el espacio de grafos
dirigidos aciclicos con mdltiples reinicios, el primero se basara en tests de inde-
pendencia condicional y el segundo sera una aplicacion de la busqueda en entorno
variable al problema del aprendizaje de redes de creencia. A continuacion veremos
como realizar una busqueda local en el espacio de érdenes entre las variables, donde
estudiaremos coOmo evaluar una secuencia de ordenacion, un método de ascension
de colinas en el espacio de blusqueda de érdenes, su aplicacién en el esquema de bus-
qgueda en entorno variable y finalmente como obtener una buena ordenacion inicial
para comenzar la busqueda en los anteriores métodos.
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2.2 Busqueda en Entorno Variable

En esta seccion del capitulo vamos a revisar las reglas basicas del método de bus-
gueda en entorno variable (VNS, Variable Neighborhood Search) y alguna de sus
extensiones para resolver problemas de optimizacion [104, 71]. Este método, en
general, se puede encuadrar en los métodos de ascension de colinas con multiples
reinicios. La novedad de esta metaheuristica es la forma de realizar estos reinicios
de las busquedas posteriores.

Es conocido que el método de ascensién de colinas clasico queda bloqueado
en el primer maximo local que se encuentre. Este no es el caso de otros métodos
estudiados en la literatura, que proveen formas, deterministas o estocasticas, para
escapar de estos 6ptimos locales. Uno de estos métodos de reciente aparicion es la
busqueda local en entorno variable (VNS). Este método es bastante atractivo desde
el punto de vista de la eficiencia ademas de ser bastante sencillo e intuitivo, y pre-
senta una forma sistematica y razonable de realizar reinicios para posteriormente
realizar una nueva ascension de colinas clasica.

Este método se basa en el principio de busqueda sistematica en entornos cada
vez mayores de vecindad durante el proceso de bisqueda. En este método existe
un paso intermedio basado en una ascension de colinas clasica. Para realizar una
basqueda en entorno variable, en primer lugar se debe definir un conjunto finito y
preseleccionado de estructuras de vecindad denotadas.g@ko= 1,..., knax)-

M (X) sera el conjunto de soluciones erklaésima vecindad de (una ascension

de colinas clasica toma conkgax = 1). Por ejemplo, si una soluciéncontienel
atributos, un vecino de en la vecindadk-ésima podria estar formado a partirlde
intercambios entre Idsatributos. El VNS basico consistira en los siguientes pasos:

1. Inicializacion: Seleccionar el conjunto de estructuras de vecintigdk =
1,... kmax), que utilizaremos durante la biusqueda; Seleccionar algin punto
de partidax como inicio de la busqueda; Seleccionar un criterio de parada.

2. Repetir los siguientes pasos hasta la condicion de parada.

() k=1, Hasta qu& = kmay, repetir los siguientes pasos.
i. Generar un vecing’ aleatorio a partir de, (x) (X € .4 (x)).
ii. Aplicar una bisqueda local cod de punto de partida hasta alcan-
zar un maximo locax”.
iii. Si este maximo locak” es mejor que el iniciak, entonces mo-
vernos a este maximo y fijarbo= x” y continuar la bisqueda con
k=1; en otro casé = k+ 1.

La condicién de parada puede ser seleccionada en base a: (a) M&ximo tiempo
de ejecucion; (b) Maximo namero de iteraciones del bucle externo; (c) Maximo
namero de iteraciones entre dos mejoras de la solucion actual; etc.



48 Métodos Locales de Busqueda

Hemos de notar que la solucighde la que partimos se genera de forma alea-
toria con el objetivo de evitar ciclos que pudieran ocurrir si se eligiera de forma
determinista. Sera frecuente necesitar varias soluciones generadas de esta forma en
vecindades sucesivas para poder escapar de estos maximos locales obtenidos por el
paso de busqueda local aplicada.

La idea de este esquema de busqueda es la siguiente: Cuando estamos en un
maximo local alcanzado mediante una busqueda local con minima vecindad, enton-
ces saltamos a un vecino aleatorio inmediatamente de orden superior y de nuevo
realizamos una busqueda local con minima vecindad partiendo desde este vecino
aleatorio. Si mejoramos el méximo obtenido, entonces de nuevo buscamos con una
vecindad de minimo orden y si no mejoramos nos movemos a una vecindad de or-
den superior. La filosofia subyacente de este esquema es que si nos encontramos en
un maximo (que puede estar cerca del 6ptimo) no distanciarnos demasiado (solo lo
justo y cada vez mas) de este maximo para seguir optimizando con la esperanza de
gue el 6ptimo quede cerca del anterior, es decir, aprovechar de una manera 6ptima la
informacién que aporta un buen éptimo local de nuestro problema. En general, esta
premisa se cumpliria en aquellos espacios de busqueda en donde la funcién objetivo
gue intentamos maximizar (minimizar) es cuasi convexa, esto es, no existen valles
alejados unos de otros en mucha distancia en nuestro espacio de busqueda.

Una vez que tenemos un método apropiado al problema para realizar un blsque-
dalocal, hemos de notar que es muy facil implementar el resto de pasos del esquema
VNS. Por ejemplo, si4 se obtiene medianteintercambios de los atributos de una
solucionx, solo necesitariamos afiadir unas pocas lineas de c6digo a un método de
busqueda local.

Teniendo en cuenta que un optimo local dentro de una vecindad, en el esquema
basico del VNS un 6ptimo local encontrado en la vecindéd no es necesariamen-
te un optimo dentro de otra vecinda#,, se podrian realizar cambios de vecindad
dentro de la fase de busqueda local. Esta busqueda local se denomina VND (Varia-
ble Neighborhood Descent) y sus pasos son los siguientes:

1. Inicializacion: Seleccionar el conjunto de estructuras de vecintigdk =
1,...,kmax) que utilizamos durante la busqueda; Seleccionar algun punto de
partidax como inicio de la busqueda; Seleccionar un criterio de parada.

2. Repetir los siguientes pasos hasta que no se produzca ninguna mejora.

(a8) k=1, Hasta qué& = kmay, repetir los siguientes pasos.

i. Buscar el mejor vecing’ a partir de#, (x) (X' € A (X)).

ii. Sieste maximo local’ es mejor que el iniciat, entonces movernos
a este maximo y fijarla = x’; en otro casd& = k+ 1.
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ElI' VNS basico es un método siempre ascendente (descendente), en el sentido de
gue no permitimos nunca un movimiento a una solucion peor que el actual 6ptimo
conseguido, salvo obviamente en los nuevos reinicios en la vecindad correspon-
diente. Sin mucho esfuerzo adicional, se podria transformar el esquema bésico del
VNS en un método ascendente-descendente si por ejemplo, permitimos aceptar una
soluciénx” con alguna probabilidad incluso si la solucién es peor que el 6ptimo ac-
tual. Por supuesto esta version esta basada en el esquema del enfriamiento simulado
(simulated annealing).

Otras versiones del esquema béasico podrian ser:

e Buscar la soluciérx’ como la mejor de entrh aleatoriamente generadas a
partir de la estructura de vecindad,.

e Introducir dos parametrds,;, ¥ Ks;epque controlen de alguna forma el movi-
miento entre vecindades. Esto significa que en lugar dekfijat y k= k+ 1
fijlemosk = ki, ¥ k= K+ Kstep respectivamente. Estos parametros guian la
intensificacion y diversificacion en la basqueda.

e Eliminar directamente la blisqueda local intermedia. Esta variante denomi-
nada VNS reducido, podria ser beneficiosa en problemas muy complejos en
donde la busqueda local fuese muy costosa. Este esquema esta muy relacio-
nado con los métodos de Monte-Carlo, pero en un modo mas sistematico en
la generacion de soluciones.

Cuando utilizamos més de una estructura de vecindad en nuestra blsqueda, co-
mo en el caso del VNS, deberiamos plantearnos las siguientes cuestiones:

e ¢ Qué estructuras de vecindad y cuantas de ellas deberian ser utilizadas?
e ¢ Cudl deberia ser el orden en la busqueda?

e ¢ Qué estrategia deberia utilizarse en el cambio entre vecindades?

Ademas de esto Ultimo debemos decidir qué método de bldsqueda local deberia
ser utilizado en el paso apropiado del esquema VNS.

2.2.1 Otras extensiones

Algunos estudios sobre la distribucion de los éptimos locales, para una variedad
de problemas de optimizacion combinatoria, muestran que a menudo estos 6ptimos
locales se encuentran concentrados en unos pocos “valles” de gran dimensién y en
sus partes mas altas (bajas). En otras palabras, hay una o muy pocas regiones en
el espacio de busqueda cuasi-convexas con algin ruido donde se concentran los
optimos locales. El esquema basico VNS, en principio, es mas eficiente para buscar
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optimos en una de estas regiones (la primera que se explora), pero perderia eficacia
en la busqueda en otras regiones posiblemente con mejor éptimo local. Por otra
parte, la informacién contenida en el mejor 6ptimo encontrado se va diluyendo en
su importancia conforme nos vamos alejando en las estructuras de vecindad, asi el
esquema basico del VNS tendera a degenerar en un esquema con reinicio aleatorio
Si kmax €S demasiado grande.

Una extensién del VNS para intentar alcanzar otros “valles” a partir del actual
optimo local es la siguiente: En el esquema del VNS basico una sokicin; (x)
es utilizada para reiniciar una busqueda local, obteniéndose de nuevo un 6ptimo lo-
calx’. Sila mejora obtenida por la soluci&fi no es lo suficientemente buena con
respecto &, esto esf (x”) — (+) f(x), dependiendo si estamos maximizando o mi-
nimizando, es una cantidad pequefia y ademas los atributos de las solutignes
se parecen demasiado, esto es, la distancia ¢htrex es también pequefia, enton-
ces podemos utilizar una correccién proporcional a la distancia entre las soluciones
xy X"y al valor de la funcién ex y al valor de la funcién ex” en en el Gltimo
paso del esquema VNS, para relocalizar la busqueda y de esta forma forzar a buscar
en zonas mas alejadas del 6ptimo local (y del “valle” al que pertenece). El esquema
modificado es el siguiente:

1. Inicializacion: Seleccionar el conjunto de estructuras de vecintigdk =
1,...,kmax) que utilizamos durante la busqueda; Seleccionar algun punto de
partidax como inicio de la busqueda y su valb(x); Fijar Xopt = Xy fop =
f(x); Seleccionar un criterio de parada.

2. Repetir los siguientes pasos hasta que la condicién de parada se cumpla.

(a) k=1, Hasta qué& = kmnax repetir los siguientes pasos.
i. Generar un vecing' aleatorio a partir de#,(x) (X' € A, (X)).

ii. Aplicar una busqueda local cod de punto de partida hasta alcan-
zar un maximo locak”.

iii. Si f(x") < (>)fop entonces fijarfopy = f(X') y Xopr = X".
iv. Si f(X")+ (=)ap(x,x") < (>)f(x) entonces fijax = x" y k= 1;
En otro casdk = k+ 1.

Para este esquema habra que definir una constatiéeproporcionalidad y una
funcion de distancia entre soluciongscomo por ejemplo nimero de atributos dis-
tintos entre dos solucionas x'. En esta extension del VNS basico lo que se preten-
de fundamentalmente es que si la mejora que obtenemos no es lo suficientemente
“buena” con respecto al 6ptimo actual, entonces seguir explorando en vecindades
mas alejadas a este 6ptimo para poder asi explorar otras regiones del espacio de
busqueda.
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Otra segunda extension al esquema basico del VNS va orientada a agilizar de
manera notable el paso de busqueda local, pretendiendo preservar la informacion
contenida en el optimo alcanzado. Esta extension del VNS realiza una blsqueda
local sélo en los atributos de la soluci@que han sido cambiados en la etapa
correspondiente. Para una soluciéon dadgeneramos una soluciéi de forma
aleatoria en la vecindadf,, a partir de esta solucioxi en lugar de realizar una
busqueda local en el espacio de busqueda completo, la realizamos en el espacio de
blusqueda de las variables fijadas de forma aleatoria. Los demés pasos del esquema
basico del VNS permanecen inalterados. Los pasos de esta otra extensién son los
siguientes:

1. Inicializacién: Seleccionar el conjunto de estructuras de vecintigdk =
1,...,kmax) que utilizamos durante la busqueda; Seleccionar algun punto de
partidax como inicio de la busqueda; Seleccionar un criterio de parada.

2. Repetir los siguientes pasos hasta que la condicion de parada se cumpla.

(a) k=1, Hasta qué& = kmay repetir los siguientes pasos.
i. Generar un vecing’ aleatorio a partir de#,(x). (X € .4 (x)). Sea

y=(X\X).

ii. Aplicar una bisqueda local en el espacio de busqueda definido por
y conx de punto de partida hasta alcanzar un maximo lpcabea
X' = (X \y)UY.

iii. Si este maximo locak” es mejor que el iniciak, entonces mo-
vernos a este maximo vy fijarbo= x” y continuar la busqueda con
k=1; enotrocas&=k+1.

2.3 Meétodos de Busqueda Local en el espacio de Gra-
fos Dirigidos Aciclicos

En esta seccién nos vamos a dedicar al estudio de algoritmos de blsqueda local en
el espacio de los grafos dirigidos aciclicos, en adelante GDAs. Estos métodos son
en general eficientes y en cierta medida eficaces, porque son capaces de encontrar
buenas soluciones. Por este motivo nos hemos decidido a estudiar este tipo de al-
goritmos y proponer métodos basados en este tipo de estrategias. El problema del
aprendizaje se podria plantear de la siguiente forma: Tenemos una base de datos de
casosD = {v!,...,v™}, dondev' es un caso de la base de datos. Asumimos que
tenemos definida una funcién de medida para un grafo dirigido aciclico dados los
datos de la base de datos de caf@: D). Sea¥, la familia de todos los grafos
dirigidos aciclicosG conn nodos. Entonces el problema que queremos resolver
seré:
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Encontrar G* = arg maxg_,, f(G:D) (2.1)

Una de las razones por las que los métodos de busqueda local en el espacio
de GDAs son eficientes es por la propiedad de descomposicion que habitualmente
presentan las métricas que se pretenden optimizar, como hemos destacado en el
capitulo anterior.

Si en un método de ascension de colinas con reinicios aleatorios el niumero de
transformaciones aleatorias realizadas es grande, como ocurre habitualmente, la ta-
sa de reutilizacion de los calculos previamente realizados sera pobre, ademas de que
la ascensioén de la colina actual sera mucho mas costosa, y es también muy probable
que la red resultante de esta perturbacion aleatoria sea bastante compleja (en el sen-
tido de que el numero de padres medio por variable sea elevado, e incluso que algun
nodo tenga un nimero muy elevado de padres, con lo que los estadisticos nuevos a
recalcular seran bastante complejos). Por el contrario si el nimero de transforma-
ciones realizadas es bajo, se corre el riesgo de que no salgamos del maximo actual,
es por esto que este nimero de transformaciones sea un parametro de dificil ajuste.

Por estas razones, estudiaremos un algoritmo que intenta reiniciar una bisqueda
local cuando ésta queda atrapada en un optimo local, de una manera no totalmen-
te aleatoria, sino intentando buscar un punto nuevo de inicio guiado por los datos
gue disponemos para el aprendizaje de redes, esto es, aprovechando nuestro conoci-
miento especifico sobre redes de creencia para reiniciar la busqueda con una buena
solucion.

En segundo lugar, estudiaremos la adaptacion de la metaheuristica de busqueda
en entorno variable para el aprendizaje de redes de creencia en el espacio de grafos
dirigidos aciclicos.

2.3.1 Un Algoritmo de Busqueda Local hibrido con Reinicio ba-
sado en Tests de Independencia Condicional y Conjuntos
Minimos D-separadores

En esta subseccion nos vamos a plantear el realizar una transformacion en el reinicio
de la ascension no tan aleatoria y con una fundamentacion teérica que nos permita
obtener un punto de inicio de la ascensién razonable y probablemente cercano al
optimo (quizas no en tanto a la medida utilizada pero si en cuanto a la estructura
grafica obtenida). Acid y Campos [4] estudian cémo se puede obtener de una mane-
ra eficiente en un grafo dirigido aciclico un subconjunto minimo que d-separe dos
nodos dados de una red de creencia; también hemos visto los conceptos de I-map e
I-map minimal. Estos seran los ingredientes esenciales del algoritmo que estudiare-
mos a continuacion. Se puede demostrar de forma directa, a partir de la definicion
de I-map, la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.1 Dado un grafo dirigido aciclico G que es un I-map de una distri-
bucién de probabilidad conjunta P, entonces para toda pareja de variahlgsc
no adyacentes en G, se verifigxl X;|S; (X, X;)g), siendo §(x;,X;)g un conjunto
minimo d-separador dg ¥ x; en G.

Esta proposicion serd la base fundamental de la transformacién que llevaremos
a cabo de un maximo local obtenido por la ascension de colinas realizada en una
etapa de nuestro algoritmo. Nuestra idea es comprobar si el grafo dirigido acicli-
co obtenido como méaximo local es un I-map, para ello realizaremos todos los tests
de independencia condicional con el conjunto minimo d-separador, y si encontra-
mos que alguna pareja de variables no son condicionalmente independientes dado
el conjunto minimo d-separador, entonces el grafo no sera un I-map, con lo que
tendriamos una razén para seguir buscando otros maximos locales. La pregunta que
se plantea ahora es por cual region de nuestro espacio de busqueda seguir el proce-
so. El método que proponemos es el siguiente: Si durante la comprobacion de una
pareja de variables no adyacentes en el grafo (maximo local) encontramos que no
son independientes, esto es(x;,X;|S;(%.X;)g), entonces de alguna forma esta-
mos habilitados (no de forma segura) para poner un arco entre ellos, evitando ciclos
dirigidos. Por otra parte, y del mismo modo, si tenemos dos variables adyacentes en
el grafo (maximo local), suponemos por un instante que realmente no son adyacen-
tes y realizamos el te$tx;, ; |Sd(xi,xj)G\{Xi7Xj}) y éste resulta positivo, entonces
de nuevo de alguna forma estamos habilitados (no de forma segura) para borrar este
arco.

Siguiendo el esquema planteado previamente de transformacioén del grafo maxi-
mo actual, se puede notar que la introduccion de un nuevo arco o el borrado de un
arco existente puede influir en los tests posteriores que realicemos, es por ello que
el orden en que efectuemos la comprobacion de estos tests puede influir en la trans-
formacion final del grafo maximo actual. Por otra parte, es necesario realizar todos
los posibles tests de independencia condiciodaht)), esto es, una vez realizado
el testl (X, X;|S;(%.X;j)g), €s necesario realizar el test invel$r;, x;[S;(X;,X)g)-

Esto es asi porque al realizar el segundo test puede que la red haya cambiado con
respecto a la situacién en el primero de los tests. Por otra parte, es necesario rea-
lizar las modificaciones del grafo maximo actual conforme el algoritmo planteado
progresa, porque puede suceder que los arcos que se van introduciendo en el gra-
fo influyan en los tests posteriores. Aclaremos estas cuestiones con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.1 Suponemos que la red objetivo que queremos aprender-esx, —

X5 Y que nuestro grafo maximo local es el vacio; suponemos también que el orden
de comprobacién es el orden lexicogréafico de las variables. Entonces procederia-
mos como sigue: realizariamos el te§t)l, x,|0), que resultaria negativo, entonces
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Figura 2.1: Ejemplo de Transformacion del Algoritmo IMAPR.

pondriamos un arco entre ambos nodos, por ejemple:x,; a continuacion reali-
zariamos el test(k;, X;|0), que también resultaria negativo, con lo que pondriamos
un arco entre los nodos comprobados, por ejemple-xx;. Posteriormente se rea-
lizaria el test [x,,x;|0), que resultaria negativo, con lo que mantendria el arco
entre ambos nodos. En la siguiente fase se realizaria el testd; |x,) que de nue-
Vo resultara negativo, con lo que pondria el arcp-* X;. En la posterior etapa
se lleva a efecto el test®;,x,;|X,) que en este caso es positivo, por consiguiente
borrariamos el arco x — Xg; y por dltimo realizamos el testx;,x,|0), que resul-
taria negativo y por tanto dejariamos dicho arco, obteniendo en este caso la red
gue buscamos. Ver figura 2.1 para seguir el ejemplo graficamente. Si el orden de
comprobacion fuesgx; x,, entonces obtendriamos un grafo completo, que también
es un I-map del modelo original, aunque con un nimero mayor de arcos.

[ |

En el anterior ejemplo se puede observar lo que hemos dicho previamente, es
muy importante el orden de comprobacion de los nodos y es necesario realizar todos
los tests posibles. También hemos podido observar mediante el ejemplo que no sélo
el orden de comprobacién es un parametro libre en el esquema, sino que también es
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libre la eleccidn de la orientacion del arco que nuestro esquema decide afiadir en el
grafo. Por tanto, son dos parametros que podemos elegir aleatoriamente para que el
esquema de transformacion no desemboque en un ciclo, situacion que se podria dar
si lo hiciésemos de forma determinista.

Una vez planteado el esquema de transformacion que seguiremos del grafo re-
sultante de una ascension de colinas clasica en el espacio de GDAs, concretaremos
estos conceptos en un algoritmo que denominaréla®R (I-map Restart) y que
podemos observar en la figura 2.2.

Algoritmo IMAPR

1. Inicializacién: Elegimos una solucion inicial G.

2. Repetir hasta alcanzar un niumero de iteraciones.

(a) Realizar una ascension de colinas clasica en el espacio de estructuras
partiendo del grafo G, hasta obtener un maximo local Gacer G:=
G/

(b) Elegir una secuencia de ordenacion entre las variables de forma alea-
toria.

(c) Repetir hasta realizar todos los tests de independencia condicional.

I. Seleccionar xy X; siguiendo el orden establecido. Calcular el sub-
conjunto {(%, X)) borrgndo elarco previamente caso de que exis-
ta un arco entre las variables seleccionadas.

ii. Si—l(x;,%;|S(%,X;)g) y no existia un arco entre ambas variables,
poner un arco entre ambas variables en G con direccion aleatoria,
pero evitando formar ciclos dirigidos.

iii. Sil(x,X;j|S4(%.Xj)g) Y existia un arco entre ambas variables, bo-
rrar este arco de G; en caso contrario, restablecer dicho arco.

Figura 2.2: Algoritmo IMAPR

Los tests de independencia condicional se realizan, normalmente, utilizando un
test de hipétesis basado en la distribugié{93, 92]. Para ello es necesario fijar un
nivel de confianza, en nuestro caso se han fijado dos niveles de confianza distintos,
dependiendo de si existe el arco en la estructura comprobada o no: si existe el arco
hemos fijado un nivel de confianza elevad®9) de esta forma estamos exigiendo
que los datos confirmen de manera sélida la posible dependencia condicional encon-
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trada (y facilitando la eliminacion del arco en caso contrario). Por otra parte, si no
existe el arco, entonces hemos elegido un nivel de confianza mas F&jal® esta

forma somos menos exigentes con el test realizado, posibilitando la incorporacion
del arco comprobado. En ambos casos la idea es que se favorezca la modificacién
de la estructura actual, siempre y cuando dicha modificacién no se contradiga de
forma clara con los datos disponibles.

2.3.2 Busqueda en Entorno Variable en el espacio de Grafos Di-
rigidos Aciclicos

En esta subseccion nos proponemos aplicar la metaheuristica VNS, descrita pre-
viamente, al problema del aprendizaje tal como lo hemos planteado al inicio de la
seccion. Para ello hemos de concretar las cuestiones que se plantean para poder
aplicar a un determinado problema la citada metaheuristica. Aplicaremos un VNS
especificamente disefiado para buscar en el espacio de GDAs. Para realizar esto,
necesitamos definir las estructuras de vecindgd En este caso, tenemos las si-
guientes transformaciones sol@e borrado de un arcoafadidode un arco entre

dos nodos no adyacentesneersionde un arco (evitando ciclos dirigidos). Se po-

dria haber elegido algun otro tipo de transformaciones, aunque éstas Ultimas son las
transformaciones clasicas en los métodos de blsqueda local basados en el espacio
de GDAs. Una transformacion, que pensamos puede dar buenos resultados, pensa-
da especificamente para redes de creencia, puede ser la inversidon de un arco en la
cual los extremos de este arco tuviesen padres comunes y el borrado posterior de
estos arcos entre los padres comunes y los extremos del arco invertido. Pensamos
que sera Util porque una gran cantidad de métricas habituales, sobre todo las “score-
equivalentes”, utilizadas en el aprendizaje de redes de creencia tienden a cruzar los
padres de dos nodos extremos si hemos equivocado la direccién entre ambos, esto
es, tienden de forma natural a realizar la operacion de inversion de arcos en una
red de creencia. Estas familias asi formadas habitualmente tienen una buena medi-
day suelen caer en un optimo local dificil de superar, por tanto con este operador
de transformacion lo que se pretende es intentar salir de estas situaciones, aunque
se corre el riesgo de que después de esta transformacion las familias de los nodos
involucrados no mejoren transitoriamente la medida empleada y por tanto no se es-
cogiese nunca realizar este tipo de transformacién. Es por ello que pensamos que
este tipo de transformacién seria mas Util en un esquema ascendente/descendente de
blusqueda, esto es, métodos que eventualmente permitieran un empeoramiento del
Optimo alcanzado. Lo que si podremos hacer en el esquema VNS es que en el paso
de generacidn aleatoria en un determinada vecindad elijamos con cierta probabilidad
la inversién y borrado de padres comunes como otro operador de transformacion del
grafo 6ptimo actual. Veamos lo argumentado anteriormente en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2 Hemos construido la red de creencia de la figura 2.3(a) con cuatro
variables y hemos generado mediante muestreo logico probabilistico una base de
datos de 1000 casos que sigue la probabilidad conjunta expresada en esta red.
Podemos observar en la figura 2.3(a) la medida K2(log) para esta base de datos
generada y la estructura de la red. Si en un proceso de busqueda llegamos a la
estructura de la red de la figura 2.3(h)podemos observar que su medida no dista
mucho de la anterior. En la figura 2.3(c) podemos ver que la medida empeora
transitoriamente al realizar el esquema de transformacion planteado en el parrafo
anterior y es peor también que las posibles transformaciones (mejores) clasicas
expresadas en las figuras 2.3(d)(e)(f). Sin embargo, si observamos la figura 2.3(h),
podemos ver que introduciendo el arco entre las variablesx la medida K2(log)

se acerca mucho a la de la red real 2.3(a).

Por otra parte podemos observar en las figuras 2.3(d)(e)(f) que a partir de la
figura 2.3(b) al aplicar las posibles transformaciones clasicas (mejores) no mejo-
ramos la medida y por consiguiente entrariamos en un maximo local.

[ |

Para la aplicacion del VNS a nuestro problema, las estructuras de vecindad es-
taran definidas por la cardinalidad de la diferencia simétrica entre los conjuntos de
arcos para dos graf@a= (V,E)y G’ = (V,E’):

P(G.G) =|(E\E)U(E'\E)| (2.2)

es decirp(G,G') = k, si hay exactamentearcos que pertenecen@y no aG’ o
viceversa. Entonces
G € #(G) < p(G,G) <k (2.3)

El método de busqueda elegido para el paso intermedio del VNS es la ascension
de colinas clasica en el espacio de GDAs, es decir, en cada paso de este método,
aplicaremos la operacion (borrado, afiadido o inversion) que maximice la funcion
f(G: D), hasta que se alcance un 6ptimo local. A este algoritmo lo denominaremos
HCST (Hill-Climbing for STructure).

La estrategia de blsqueda entre vecindades que vamos a usar es la empleada
en el esquema del VNS basido=£ 1 y en cada iteraciok = k+ 1) y también la
segunda variante descrita anteriormekte K, y €n cada iteraciok = K+ Ke)-

Como criterio de parada del algoritmo, usaremos el nimero méximo de iteraciones

Lsituacion que se puede dar frecuentemente, porque imaginemos por un instante que la relaciéon mas
fuerte entre las variables conforme a los datos es la de las varighjes; y partimos de la red vacia
de enlaces, entonces una métrica “score-equivalente” no podria distinguir entre ambas orientaciones y
podria elegir la orientacién incorrecta. Posteriormente, normalmente, el proceso continuaria hasta cruzar
los padres de ambas variables.
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K2(log) = —1056 K2(log) = —1063  K2(log) = —1126
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K2(log) = —1099  K2(log) = —1071

K2(log) = —1063
®

(d) (e)

& @ ® @ ©

K2(log) = —1125 K2(log) = —1058
) (h)

Figura 2.3: Medidas K2(log) para las estructuras del ejemplo anterior.
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entre dos mejoras del maximo actual, junto con un nimero maximo de iteraciones
totales. Comdknax (€l cual es un parametro libre) en principio se puede utilizar el
ndmero de variables, El Algoritmo, que denominaremos VNSST, se puede seguir
en la figura 2.4.

Algoritmo VNSST

1. Inicializacién: Fijamos la estructura de vecindades definidas por la ecuacion
2.3. Fijamos.lﬁax, kmif‘ y I<5te.p Elegimos una solucion inicial dada G. Fijamos
ndmero méaximo de iteraciones, It.

2. Ejecutamos el algoritmo HCST con esta solucion. Fijafa%
3. n=1.

4. Repetir hasta alcanzar la condicién de parada.
(n> It 6 dos iteraciones sin mejoras).

(@ k=Kpnyn=n+1.
(b) Repetir hasta que ¥ Kmax

i. Generar de forma aleatoria una'@e vecindad kG’ € .4, (Gmax))-
ii. Aplicar el algoritmo HCST con Gcomo punto de inicio, dando
lugar a otro 6ptimo local @.
iii. Si f(G”:D) es mejor que fGmax: D), entonces; Gax=G" y
k= Kqiy €N otro caso k= k+Kgiep

Figura 2.4: Algoritmo VNSST

2.4 Métodos de Busqueda Local en el espacio de Or-
denes

En esta seccion nos dedicaremos a estudiar y proponer métodos de aprendizaje de
redes de creencia basados en la busqueda local de la red maxima a posteriori dados
los datosD, pero en lugar de realizarlo en el espacio de grafos dirigidos aciclicos

lo realizaremos en el espacio de 6rdenes entre las variables. Para ug,giafito

un orden causalr, esto es, si existe un arco entre dos variak|es: x;, entonces

X <g¢ Xj, entonces; es condicionalmente independiente del resto de variables que la
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preceden en el orden dados sus padyg; ), para todo;. De esta forma podemos
construir una red de creencia de una forma sisteméatica: Par cdds padres de
x; en un GDA son el conjunto minimo de predecesores; den el ordero) el cual
hacex; condicionalmente independiente del resto de predecesores.

Sin embargo, diferentes 6rdenes pueden producir diferentes redes. Entonces se
prefieren aquellas redes que son capaces de representar cuantas mas relaciones de
independencia mejor. Por esta razon tiene sentido buscar un buen orden causal entre
las variables.

Nuestro espacio de busqueda en este caso sera el conjunt@ienes,o,
entre las variables del sistema (esto es, el conjunto de todas las permutaciones de
n elementos). Este espacio de busqueda, [60], es mucho menor que el espacio de
grafos dirigidos aciclicog)! frente a [121]:

f(n) = i(l)”l ( " ) 20-Df(n_i)dondef(0) =1y f(1)=1 (2.4)

También en diferentes trabajos se demuestra que tiene un comportamiento mas
“suave” (menos maximos locales y permutaciones vecinas tienen medidas pareci-
das), frente al espacio de grafos dirigidos aciclicos (redes vecinas tienen medidas
muy diferentes), en definitiva tiene un comportamiento en general mucho més ho-
mogéneo que el espacio de grafos dirigidos aciclicos [97, 42].

De una manera mas formal, el problema de aprendizaje de redes de creen-
cia basado en ordenes se puede formular como: Tenemos una base d& €atos
{v,...,v"M}, que contienen instancias d&. Asumiremos que tenemos una métri-
ca descomponiblé(G : D) para GDAs. Se& el conjunto de todos los 6rdenes de
n elementos Y, la familia de todos los GDA& cuyo conjunto de vértices &y
cuyos arcos son compatibles con el orderEntonces el problema considerado es:

Encontrar ¢* =arg max,_s f(o:D) (2.5)

oc3n

donde
f(0:D) =f(Gg :D) =maxg., f(G:D) (2.6)

De esta forma, primero buscamos el mejor G4y, (de acuerdo a la métrica selec-
cionadaf), compatible con un orded, y posteriormente seleccionamos el orden
o* que ha producido el mejor GDA. EI GD& ;. es la solucion deseada para nues-
tro problema de aprendizaje. Vamos a resolver este problema desde un punto de
vista heuristico: los dos procesos de optimizacion se resuelven utilizando métodos
de busqueda heuristicos.

Para definir un método de busqueda local, hemos de definir un operador de ve-
cindad entre dos configuracionggy g,, con minimo cambio entre ambas a través
del cual nos moveremos en el espacio de busqueda definido. En nuestro caso al
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proponer el espacio de busqueda de 6rdenes entre las variables, nuestro operador
natural sera el intercambio entre dos posiciongs] dentro de la secuencia que
define nuestro orden entre las variables, esto es:

ak:(xl,...,xi,...,xj,...,xn)ﬂak,:(xl,...,xj,...,xi,...,xn)

Més formalmente, sir es la actual configuracion, entoncest@s— 1)/2 con-
figuraciones vecinas d® son aquellasri,j, dondei < j, definidas como:
Seanx, y Xy tal quea(x,) =1y o(xy) = j. Entonces

O(X) SiX 7#XaY X 7# Xy
Gij(%) =14 1| SiX =Xy (2.7)
i Si X, = Xy

Una vez definido el operador local entre secuencias de 6rdenes vecinas, necesi-
tamos definir como evaluar estas secuencias. En nuestro caso sera medir la proba-
bilidad a posteriori de una base de datos de cBsdada la secuencia. Nuestra
propuesta es usar una métrida,definida para GDAs y realizar una busqueda en
el espacio de GDAs compatibles con el orden El valor de la funcion para el
grafo asi obtenid@,, f(Gy : D), sera el valor de la medida para la secuemcia
(f(o:D)=f(Gys:D)). En otras palabras, tenemos que buscar el mejor conjun-
to de padres para la variabtg entre las variables que le preceden en el omlen
La busqueda del conjunto de padres para una varalgaede realizarse de forma
independiente de la bausqueda de los padres del resto de variables.

Por tanto, si la métricd es una métrica descomponible, deberiamos intentar
aprovechar esta propiedad para reducir la complejidad de la evaluacion de una se-
cuenciaaij , usando toda la informacidn previa del calculo de la configuracion ante-
rior o.

Durante una busqueda local tal y como la hemos planteado, vamos a realizar
una permuta entre dos posiciongs| de la secuencia mejor que tengamos en una
iteracion del algoritmo. Entonces hemos de notar que antes del indidespués
del indicej los calculos seran los mismos que tuviésemos en la etapa anterior y
por tanto no hara falta realizarlos de nuevo. Teniendo en cuenta esta situacion,
la primera forma directa de evaluar de forma heuristica una secuencia dada, seria
utilizar una heuristica local para encontrar los padres de una vaxigbémtre los
indicesi y j permutados, de entre las variables que le preceden en el@yddsna
forma de realizarlo eficazmente es utilizando la heuristica K2, esto es, iniciamos
el proceso con el conjunto de padres vacio y vamos incorporando en cada etapa el
padre que maximice nuestra medida hasta que no se pueda mejorar mas la medida
de la familia correspondiente, U T, (X,)). A continuacion detallamos los pasos
de la funcién de evaluacion:

1. Paraaquellos nodas <q X, f(Xa, Tl (X)) = f(¥a, Tlo (¥a)).
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2. Para aquellos nodog, >a; Xus f(Xp, T, (Xp)) = f(Xp, 75 (Xp)).

j

3. Para aquellos nodos SO’” X ggij Xy, realizar los pasos siguientes:

(a) Borramos el conjunto de padres calculado en la etapa anterior para una
variablex,, e iniciamosrraij (x,) = 0.

(b) Elegiremos entre los nodrs e (X,), anteriores en el ordes); nuevo
aquél que nos maximiza la medidié;,, yes (X,) U{x}).

(c) Nos quedamos con este maximo y actualizamos el conjunto de padres
dex, incluyendo el nuevo nodo padm,,ij (%) = T, (%) U{x}.

(d) Repetimos los pasos (b) y (c) hasta que no consigamos mejorar nuestra
medidaf parax,,.

Sin embargo, hemos de notar que incluso para las variables comprendidas entre
los indices permutados, incluidos éstos, los padres de estas variables calculados
en la etapa anterior del algoritmo pueden ser compatibles con el nuevo orden e
incluso con algo de suerte puede que sean los mismos que en la etapa anterior,
ya que el intercambio entre secuencias es minimo, asi que, con la esperanza de
realizar los menos calculos posibles, vamos a proponer una heuristica inspirada en
la filosofia de busqueda de padres del proceso anterior entre los indices permutados
incluidos éstos, pero intentando reutilizar parte de los célculos efectuados en la
etapa anterior. Los pasos para la evaluacion de una nueva seougm:ipartir de
la anterior secuencia seran los siguientes:

1. Para aquellos nodag <a; Xv» f (Xa, yes (Xa)) = f(Xa, Tz (Xa))-
2. Para aquellos nodog, > Xus f(Xp, T, (Xp)) = T (Xp, Ty (Xp))-
3. Para aquellos nodes gaij X, ggij Xu, realizar los pasos siguientes:

(a) Borramos del conjunto de padres calculado en la etapa anterior para
una variablex,, aquellos nodox € 71;(x,) que no sean compatibles

con el nuevo ordew;;, e iniciamos como maximd (X, 1z (x,) \ C),
siendoC el conjunto de todos los nodos incompatibles con el oren
Y T, (%) = T (%) \ C.

(b) Elegiremos entre los nodas e (x,) aquél que eliminandolo del con-
junto de padres nos maximiza la medida;,, o, (%) \ {x})-

(c) Elegiremos entre los nodos# T, (X,), anteriores en el orden nuevo
0;;, aquél que nos maximiza la mediigx,,, yes (X,) U{x}).

(d) Nos quedamos con el maximo de las dos anteriores operaciones y eli-

minamos o insertamos un padre atendiendo al maximo de las dos, y
€Sc0gemos como nuevo maximo éste ultimo calculado.
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(e) Repetimos los tres pasos anteriores hasta que no consigamos mejorar
nuestra medidd parax;,.

Si nos fijamos detalladamente en el método propuesto de evaluacion de secuen-
cias, esta heuristica es una ascension de colinas en el espacio de GDAs, pero apro-
vechando la informacion proporcionada por la secuencia de ordenacion y la pro-
piedad de descomposicién habitual en las métricas utilizadas, esto es, no tenemos
un operador de inversion de arcos y al seguir una ordenacion las variables, se pue-
den maximizar las familias de cada nodo de forma secuencial e independientemente
siguiendo el ordew;;. Otra variante de esta ultima forma de evaluar secuencias po-
dria ser la siguiente: en lugar de partir con el conjunto inicial de padres compatibles
con el orden, partir de un conjunto vacio de padres. Creemos que su comporta-
miento seria, en general, similar a la primera forma de evaluar, pero tiene la ventaja
de que permitiria borrar un padre de un nodo cuando se estime oportuno. Por otra
parte, al iniciar el proceso de busqueda de padres de cada nodo con el conjunto
vacio, se pueden evitar situaciones de tipo siguiente: Suponemos que tenemos ma-
ximizada una familia de un nodq en donde este maximo se consigue a costa de
introducir mas arcos de los necesarios porque esta variable en realidad estd mal
ordenada, entonces es probable que si mantenemos ciertos padres de esta variable
compatibles con el orden no podamos mejorar este maximo encontrado, situacion
gue podriamos intentar salvar calculando todos sus padres de nuevo. Este problema
es el mismo que plantedbamos en la seccidn 2.3.2, en la figura 2.3(b), cuando intro-
duciamos una transformacion especifica para obtener la vecindad en el espacio de
GDAs.

Hemos de notar también que, normalmente estas modificaciones locales en la
secuencia de ordenacién, implicaran una mayor movilidad entre los grafos dirigi-
dos aciclicos compatibles con las secuencias de ordenacion, esto quiere decir que
un movimiento local entre dos secuencias puede resultar en que los grafos mejores
compatibles con estas secuencias no sean vecinos en el espacio de grafos dirigidos
aciclicos. También hemos de notar que, al contrario de lo que ocurre en los méto-
dos locales basados en el espacio de grafos dirigidos aciclicos, un movimiento en el
espacio de secuencias de ordenacion sera mas costoso desde el punto de vista com-
putacional, aun utilizando las heuristicas de evaluacion presentadas previamente.

2.4.1 Método de Ascension de Colinas en el espacio de Ordenes

Una vez estudiado como realizar la evaluacion de una secuencia de ordenacion

pasaremos a describir un algoritmo de bisqueda local para la busqueda de una bue-
na secuencia, y también de la red de creencia compatible con esta secuencia de
ordenacion. Este primer algoritmo sera una bisqueda en la vecindad marcada por el
operador descrito previamente, intercambios de dos variables en una secuencia, de
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aquel movimiento que maximiza nuestra medidg si ésta mejora el maximo que
llevamos hasta ese instante consolidamos el cambio e iteramos de nuevo el proceso
hasta que no se pueda mejorar mas, esto es, una ascension de colinas clasica pero
esta vez en el espacio de 6rdenes.

Es bien conocido que en este tipo de algoritmos juega un papel muy impor-
tante la inicializacién del mismo, en nuestro caso la secuencia de partida y la red
compatible con esta secuencia dada, pues de ello dependera la evolucion global del
algoritmo, en cuanto a nimero de iteraciones y camino entre secuencias seguido.
En nuestro caso se pueden elegir varias alternativas, como puede ser inicializar con
el algoritmo PC [127, 34], extraer de él un orden topolégico y posteriormente con
este orden ejecutar el algoritmo K2 como red de inicializacién; también podemos
inicializar con una secuencia aleatoria y la red vacia de enlaces o con una secuencia
aleatoria y el resultado de la ejecucion del algoritmo K2, etc. Posteriormente en la
subseccion 2.4.3 estudiaremos como construir una buena solucion inicial.

Con el objetivo de mejorar la eficiencia de estos métodos, vamos a restringir
mediante un parametno(radio) los vecinos de una secuenciadada, para ello
vamos a observar el siguiente hecho: Si la inicializacion es buen punto de partida,
es légico pensar que permutas muy alejadas en una secuencia durante el proceso
de busqueda no van a estar muy “relacionadas” y por tanto no se han de esperar
mejoras substanciales en nuestra medida. Por otra parte, los métodos propuestos
de evaluacion de secuencias de ordenacion seran mas eficientes cuanto menor di-
ferencia exista entre los indices permutados. Por estas razones vamos a proponer
introducir en la busqueda local un parametigue define el radio de accion de las
permutas entre las variables, de tal forma que las permutas buscadas no superen en
ningun caso este radio de accion. Esto implicard no comprobar permutas entre va-
riables que estén a una distancia en una secuencia mayor que este parabetro
una manera mas formal, los vecinos admisibles para una secuesociaaquellas
permutasy; ;, tal que la “distancia” entre las variables intercambiadas no es superior
ar, esto es|j —i| <r. Esto nos permitird agilizar de manera considerable el calculo
de la maxima permuta en cada etapa del algoritmo ya que tendremos un nimero de
vecinos inferior (exactamentén — (r +1)/2)) y los vecinos descartados son los
mas complejos de calcular. Un radie= n— 1 equivale a no introducir ninguna
restriccion. En cualquier caso, un intercambio entre dos nodos distantes en una se-
cuenciao es posible conseguirlo a través de varios intercambios mas pequefios y
nodos intermedios en la secuencia, por ejemplo, un intercambio de lohgitu¢l
puede ser obtenido por medio de tres intercambios de longitud /2.

El pseudocodigo de este algoritmo, que denominaremos HCSN (Hill-Climbing
for Sorting Nodes), se puede ver en la figura 2.5.

Para intuir e ilustrar el comportamiento del parametpoopuesto en el parrafo
anterior, vamos a realizar un pequefio experimento en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.3 Posteriormente en la seccion 2.4.3 veremos cOmo podremos construir
una secuencia inicial para el proceso que hemos detallado previamente. El resulta-
do de la aplicacion de este algoritmo, que describiremos en la referida seccion, en
el dominio ALARM [31] para lo8000primeros datos de la base de datos de casos
ALARM, es la siguiente secuencia entre las variables:

0 = {Xo1, %19, X3 X10: Xom: X1, X, Xo2 X4 X1 Xa0: X17 X160 X7: X Xam X3 Xaa: Xa3:

X1 X1, X15: %10 Xo5 X X1 X6 X7: X29: X9 X6 Xa Xo0: X7: X13: X5 X4 }

En negrita aparecen las variables que estan mal ordenadas segun un orden an-
cestral entre las variables de la estructura real de la red ALARM. Si nos fijamos
detalladamente en dicha secuencia podremos observar lo siguiente: la varigble x
esta mal colocada porque deberia de aparecer después en la secuencia que la va-
riable x;,, que si nos damos cuenta esta justamente a continuacion, esto es, con
radio 1. La variable con mas distancia con las variables que deben precederle en el
orden es la variable x, a la que debe preceder la variablgxy que en la secuencia
se encuentra a una distancia de 5.

En total, como podemos observar en la secuencia, hay solo 5 variables fuera
de lugar o mal colocadas segun un orden ancestral de la estructura de la red real
ALARM.

Como pone de manifiesto este ejemplo, podemos intuir que si la secuencia de
partida es buena, el efecto del parametro radio r no va a influir de manera decisiva
en el resultado del algoritmo que hemos planteado.

[ |

Algoritmo HCSN

1. Inicializacion: Elegimos una solucion inicial y Gg.
2. Repetir hasta que no se pueda mejorar nuestra soluzion

(a) Escoger aquella secuenci® que maximiza la medida f, mediante in-
tercambios simples de parejas de variables en la secuencia radio
r.

(b) Sila secuencia’ es mejor ques, entonces seguir iterando el proceso
cono =0’.

Figura 2.5: Algoritmo HCSN
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Base de Datos ALARM (3000)
radio  f(inicial) f(final) A B MO
1 -14,593.25 -14,409.77
5 -14,593.25 -14,409.25
7 -14,593.25 -14,408.67
36  -14,593.25 -14,408.54

N P OB
NNDNDN
o O wo

Tabla 2.1: Resultados para la Base de Datos ALARM (3000)

Ejemplo 2.4 Para ilustrar el comportamiento del algoritmo HCSN hemos realiza-
do una ejecucién del mismo sobre la red ALARM con los mismos 3000 datos de la
base de datos ALARM usados en el anterior ejemplo. La medida que hemos utili-
zado es la métrica K2(log). Y para ilustrar el comportamiento del parametro r, lo
hemos fijado al maximo = 36, al minimo r= 1, al maximo de la distancia entre las
variables mal ordenadas= 5y también a r= 7. La secuencia de partida y la red
de partida es la ofrecida por la heuristica comentada en el ejemplo anterior, descri-
ta enla seccion 2.4.3. La métrica K2(log) para la red ALARM real para estos 3000
primeros casos es del4.41269. Los resultados de estas pruebas los podemos ob-
servar en latabla 2.1. La primera columna es el radio r utilizado en la ejecucién, la
segunda columna es la métrica K2(log) inicial del proceso, esto es, el resultado de
la heuristica descrita en la seccion 2.4.3, la tercera columna es la métrica K2(log)
final que nos ofrece el algoritmo HCSN, la siguiente hace referencia al nimero de
arcos afiadidos con respecto a la red real ALARM, la siguiente el nimero de arcos
borrados y la dltima el nUmero de arcos mal orientados con respecto a la red real
ALARM.

[ |

2.4.2 Busqueda en Entorno Variable en el espacio de Ordenes

En nuestro caso, para el problema que queremos resolver, la estructura de vecindad
gue podemos manejar serd la siguiente: La vecindad minima seré la estudiada en la
seccién anterior:

0, € M(0) <= G (Xu) = T(%), Gy (%) = O(Xu) Y (%) = T () VX 7 Xu, Xy

A, sera definido como el intercambio de dos pares de posiciones dentro de una
permuta, esto es:

G € H5(0) <= 0, € H(G) Y G € H(0)
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De forma similar:
0 € H(0) <= 0, € H(0,) Y T € H; 4(0)

Como condicion de parada hemos elegido la misma que el algoritmo VNSST.
De esta forma, el algoritmo que denominaremos VNSSN, quedaria como el de la
figura 2.6.

Algoritmo VNSSN

1. Inicializacién: Elegimos una solucion inicial daday G.

2. Lanzar el algoritmo HCSN con esta solucidn inicial para alcanzar una nueva
solucion y fijar ésta como maximo.

3. n=1
4. Repetir hasta alcanzar la condicién de parada.

(@) k=kpnyn=n+1
(b) Repetir hasta que ¥ Kmax

i. Generar de forma aleatoria una’ de vecindad k(o’ € .4 (0)).
ii. Aplicar el algoritmo HCSN cow’ como punto de inicio dado lugar
a otra secuencia localmente maximé4.
iii. Si g’ es mejor secuencia que entonces movernos a esta secuen-
ciao = 0"y k= Ky, en otro caso k= K+ Kgep

Figura 2.6: Algoritmo VNSSN

Otro factor que influird en la busqueda para nuestro caso particular sera el radio
r que impongamos en el algoritmo HCSN. Teniendo en cuenta que es otro parame-
tro libre en nuestro proceso podemos plantear también un esquema de actualizacién
de este parametro siguiendo la misma filosofia de la busqueda en entorno varia-
ble VNS. Esto se puede traducir en un esquema de actualizacion det reatia
vez mayor conforme nos movamos a vecindades mayores, volviendo a buscar con el
radio inicialr cada vez que lo hagamos con vecindad minima. La eleccion del incre-
mento del radia desde luego es de nuevo un parametro libre y que tendremos que
ajustar para cada problema, pero posibles elecciones de este esquema podrian ser:
Incrementar en uno el radiocada vez que incrementamos la vecindah K e,
volviéndolo a su valor original de partida cuando iniciamos de nuevo la vecindad
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k=K. Otra posible opcion podria ser, si tenemos un nimero fijo de iteraciones,
incrementar nuestro radidal que en la Gltima iteracion se alcance el radio maximo,

o simplemente un incremento fijo predeterminado. De esta forma lo que intentamos
conseguir es la posibilidad de movernos con una mayor amplitud en el espacio de
basqueda cuando hayamos alcanzado un éptimo local y volver a un radio reducido
cuando estemos en una “buena” solucion.

Generacion de una secuencia aleatoria para Redes de Creencid&n el pa-

so apropiado del algoritmo VNSSN donde se genera una solucion aleatoda

M (0), se pueden elegir libremente parejas de variabdngo para ser intercam-
biadas, pero si pensamos mas detenidamente en el problema que queremos resolver,
nos damos cuenta que el orden topoldgico de una red de creencia es un orden par-
cial, esto quiere decir que puede que intercambiemos variables de una seouencia

la secuencia resultante sea equivalente, sea compatible también con la red aprendi-
da, con lo que el cambio efectuado no sera efectivo. Es por esta razén que nosotros
realizaremos estos intercambios en un secuemaan un poco mas de cuidado,

de tal forma que forzaremos de alguna manera a que la secuencia resultante no sea
equivalente en el sentido expresado previamente.

El proceso sera el siguiente: En primer lugar elegiremos con probabilidad uni-
forme una variable de la secuengia posteriormente calcularemos el conjunto de
variables descendientes deasociadas &, (el 6ptimo, GDA, local alcanzado en
la etapa actual del algoritmo para la secuemgiaelegiremos de forma uniforme
una variablexj de este conjunto y realizaremos el intercambio en la secuerta
estas dos variables asi elegidasx;$is un nodo hoja en la red, entonces realizamos
el mismo proceso pero con los nodos ancestrog.de

2.4.3 El Problema del Punto de Inicio en la Busqueda. Heuristi-
ca K2SN

La heuristica de inicializacion, a la que hemos hecho referencia en la subseccion
2.4.1, es una busqueda greedy de un buen orden de partida entre las variables y
su red asociada, buscada ésta como lo hace el algoritmo K2. Asumiremos de
nuevo que tenemos definida una medfdaescomponible, tal qué(G : D) =

>itq f(x, m5(%)), entonces lo que haré este algoritmo es lo siguiente: En primer
lugar buscaremos aquél nodo (entre todos) que maximiza nuestra medida dado el
conjunto vacio de padres, esto égx;,0), y escogemos éste nodo como primero

en el orden; por supuesto este nodo no tendra a ningln otro como padre. A conti-
nuacion escogeremos aquel nodo del resto de nodos que maximiza nuestra medida,
pudiendo contener como padres los nodos que le preceden en el orden parcial que
vayamos obteniendo. La forma de evaluar este maximo de nuevo seré heuristica y
serd como lo hace el algoritmo K2, esto es, se inicializa con el conjunto de padres
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vacio e iremos insertando nodos en el conjunto de padres conforme vayamos mejo-
rando su medida y pararemos cuando dejemos de mejGtaylasi procederemos

con el resto de variables. El pseudocédigo de este algoritmo, que denominaremos
K2SN (K2 for Sorting Nodes) se puede observar en la figura 2.7. En esta figura,
las llamadad = K2(x;,VISITADOSY m(x;) = K2(x;,VISITADOS, quieren decir

que calculamos el conjunto de padres del nedde entre los nodos en el conjun-

to VISITADOScomo lo hace el algoritmo K2 § es la medida para esta familia
{x;umn(x)}. Esta heuristica, si nos fijamos bien en ella, no es mas que una busque-
da en profundidad acotada a un solo nivel. Esto quiere decir que solo el maximo
nodo en cada nivel de nuestro arbol de busqueda se expande. Una representacién
grafica de un ejemplo de cdmo el algoritmo K2SN progresa se puede observar en la
figura 2.8.

Otra posible forma de buscar los padres en cada etapa del algoritmo podria ser la
siguiente: Suponer un nimero de padres maxipara cada una de las variables,
y entonces quedarnos con la mejor familia para una variable comprobando todas
las posibles combinaciones de< p padres de entre los nodos predecesores, al
igual que se propone en [96, 60], aunque esta opcidn es claramente mas costosa que
la anterior. Otra posible forma de buscar el conjunto de padres seria utilizar una
técnica de ramificacion y poda al igual que se propone en los trabajos [132, 131].
Esta opcidn es una clara extension de este algoritmo en el futuro.

Como hemos visto en el anterior ejemplo 3 de este capitulo, esta simple bus-
gueda acotada en profundidad a un solo nivel nos ofrece una muy buena secuencia
de ordenacion entre las variables de la red ALARM para los 3000 primeros casos.
También hemos observado en el ejemplo de la figura 2.8 que es posible reutilizar
bastantes céalculos de los efectuados en los niveles superiores del arbol. Es por ello
gue se podria realizar una busqueda acotada en genémaivetes de profundidad
para intentar mejorar nuestra solucion inicial. Esta opcion tiene el claro inconve-
niente de que a poco que aumentemos la cota de profundidad en el arbol de busque-
da, el proceso de busqueda se convertira en impracticable por la cantidad de ramas
gue hemos de expandir en cada nivel. Sin embargo, este inconveniente se podria
aliviar utilizando una técnica de poda en la expansion del arbol de blsqueda.

Hemos estudiado en el capitulo anterior varias métricas o metii@a<D), co-
mo por ejemplo la BIC, K2, BDe, que cumplen la propiedad de ser descomponibles.
Estas tres métricas en particular son bastante utilizadas en la literatura especializa-
da en el tema de aprendizaje automatico de redes de creencia. Ademas estas tres
medidas poseen otra propiedad particularmente interesante para el problema que
hemos expuesto en el parrafo anterior. Se podria demostrar que para toda fami-
lia {x UT5(x)}, el valor de la medidd (x;, 7i5(%;)) es siempre un valor negativo

2Es bien conocido que el algoritmo K2 tiene un comportamiento bueno siempre que conozcamos un
orden a priori entre las variables.
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Algoritmo K2SN

1. VISITADOS= 0y PORVISITAR=VARIABLES.
2. max= —o

3. Parai=1hasta]|PORVISITARhacer
Si f(x;,0) > max entonces
max= f(x;,0) y X=X

4. VISITADOS=VISITADOSJ {x}
PORVISITAR= PORVISITAR {x}
mx)=0

5. Mientras|PORVISITAR> 0 hacer

(a) max= —oo
(b) Parai=1hasta|PORVISITARhacer
i. Seaxe PORVISITAR
i. f=K2(x,VISITADOS
iii. 711(x) = K2(x,,VISITADOS
iv. Si f(x,m(x)) > max entonces
max= f(x,710%)) y x=% Yy 71(X) = 7(X;)

(c) VISITADOS=VISITADOS) {x}
PORVISITAR= PORVISITAR {x}

Figura 2.7:  Algoritmo K2SN
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f (X, 0) f (X, 0) f(%3,0)
f (%, 0)

(% | (%006 f (X3,0) 6
f (%, {X1}) f (%3, {X1})

[f(xl,(l)) +0,0) |

[ % l f(X3,0) 6 f(X3, {X,%,}) O
f (%3, {X2}) 0 (X3, {X1})

(100, 0)+ 06,0+ 10, (x5} |

(o) (o)

Figura 2.8: Ejemplo del arbol de bisqueda con tres variables para el algoritmo
K2SN. El nodo maximo es siempre el que se expande (el mas a la
izquierda, subrayada la medida méaxima en cada etapa). En este ejem-
plo se han calculado todos los estadisticos necesarios; como podemos
observar no siempre se han de calcular todos los estadisticos en cada
nivel, es posible reutilizar célculos previos. En la parte inferior de la fi-
gura podemos observar la red resultado y recuadrado la medida parcial
en cada etapa del algoritmo; la medida final sera la suma de todas las
etapas anteriores.
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(véanse las ecuaciones 1.11, 1.10, 1.14).

Si tenemos una grafé = (V,E), los datosD y tenemos una medid&G : D)
(BIC, K2, BDe), entonces se podria demostrar &’ : D) > f(G: D) para todo
G’ subgrafo de, siendoG’ = (V/,E') y V' =V \{x} YE' =E\ {X; = % VX €
(%)} paratoda; € V. Esto quiere decir que al ir incorporando nodo a nodo a la
medidaf, ésta en cada sumando siempre ir4 disminuyendo su valor. Por ejemplo en
la figura 2.8 tendremos que se cumple:

f(X,0) > F(x1,0) + f(Xp,0) > F(X1,0) + (%5, 0) + (X, {X1, %5 })

Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto, si en un nodo del arbol de ex-
pansion vemos que la medida que obtenemos en la secuencia parcial que llevamos
es peor (menor) que la que tenemos como maximo, podemos dejar tranquilamente
de expandir este nodo porque al expandirlo sélo empeoraremos aun mas la solu-
cion final encontrada. Esta solucion agilizara de forma considerable la busqueda y
la agilizaremos aldn més si ordenamos nuestros nodos a expandir en cada nivel del
arbol conforme su medida de la funcion crezca en valor, es decir, los ordenamos de
menor a mayor, esto hara que probablemente la primera (o de las primeras) solucién
gue encontremos sea una buena medida de cota superior para podar nuestro arbol
de busqueda.

Aun con esta poda del arbol de busqueda, el esfuerzo computacional que debe-
mos realizar, incluso con valores pequefios de la cota de profundigadde que
sea excesivo. Por consiguiente seria conveniente proponer alguna funcién aproxi-
mada del valor esperado de la solucion final al expandir un determinado nodo en
un determinado nivel del arbol de busqueda y utilizar ésta como una funcién para
podar aquellas ramas de arbol que estimemos no van a mejorar la solucion parcial
gue tengamos en ese instante, al estilo de la funcién de evaluacion del algoritmo
A* [72, 73, 110, 108]. Si observamos algun proceso de blsqueda, podemos ver
gue si nuestro maximo actual tiene un determinado Vialgg, y vamos a expandir
un determinado nodo cuya medida de la solucién parcial que ha buscado hasta ese
instante es un valor muy cercand @ax Y NOs quedan todavia ciertos niveles que
expandir para encontrar la solucion final, podriamos estimar que no merece la pena
seguir expandiendo esta rama del arbol de busqueda porque en el resto de niveles
seguramente va a empeorar la solucién que tenemos como maximo en este instante.

La cuestion ahora es qué funcién utilizamos para estimar a partir de un nodo el
valor de la métrica para una solucion final a partir de este nodo y en funcion del
valor maximo que tengamos en este instante de la basqueda. Si en un momento
dado tenemos como maxing,ax para una soluciolx y tenemos una cothen
profundidad, la media en cada nivel para llegdirax (teniendo en cuenta qugax
se obtiene como la suma de cada nodo perteneciente a la solucidéh)yggtaesto
es, suponemos que en cada nivel se ha sumado exactamente la misma cantidad para
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llegar afmax. Si vamos a expandir un nodo en el arbol de bisqueda, con la solucién
parcialx' y con un valorf’, si a este valor le sumamos el valor esperado por nivel
que tenemos para el maximo actdgly/! por los niveles que aun nos faltan por
expandir, tendremos un valor esperado para la solucién final que nos ofrecera la
busqueda al expandir esta rama del arbol, esto es:

f"+ [(fmax/1) (1 — na)] (2.8)

dondenaes el nivel actual de la busqueda antes de expandir un determinado nodo.
Entonces si el valor de la funcién 2.8 es peor que la que llevamgs entonces
dejaremos de expandir el nodo correspondiente en el arbol. Teniendo en cuenta que
esta funcion no deja de ser una aproximacion del valor que se espera de la solucion
final a partir de un nodo en la busqueda y estar en funcién del maximo que hemos
obtenido hasta ese instante, el cual puede que esté lejos del éptimo, es arriesgado
podar una rama del arbol de esta forma. Es por ello, que vamos a introducir un
parametrq3 € [0, 1] que ajustaré de alguna forma (o corregird) este valor esperado
en cada paso de la solucion que llevemos en un determinado instante como maximo,
esto es{ fmax/1)?, de tal forma, que 8 = 0 estamos en el caso primero, en donde
podamos sélo si la solucion parcial es peor, § st 1 estamos en el anterior caso,

por esta razon este parameffopuede interpretarse como un compromiso entre
eficiencia y eficacia en la busqueda. La funcién quedaria como sigue:

'+ [(fmax/1)P — (1— B)](1 —na) 2.9)

2.5 Experimentacion y Conclusiones

En esta seccion vamos a presentar los resultados empiricos obtenidos en el apren-
dizaje de una serie de bases de datos en diferentes dominios mediante los diversos
algoritmos presentados en las anteriores secciones del capitulo. Resumidos en for-
mas de tablas, podremos analizarlos y extraer de ellos una serie de conclusiones
acerca del comportamiento de los diferentes algoritmos utilizados.

2.5.1 Descripcion de los experimentos

Con el objetivo de realizar un estudio comparativo sobre los algoritmos estudiados
alo largo del capitulo se han empleado los siguientes parametros para los diferentes
algoritmos.

En todos los casos hemos utilizado la métrica K2(log) [31] para el proceso de
busqueda de la redes de creencia. Para los experimentos realizados se han utilizado
5 bases de datos diferentes correspondientes a dos dominios distintos, el dominio
de ALARM [13](figura 2.10) y el dominio de INSURANCE [17](figura 2.9). Para
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el primero de ellos hemos elegido los primeros 3000 casos y los primeros 10000 de
la base de datos ALARM,; esta base de datos de casos, de 20000 casos, se obtuvo
mediante muestreo logico probabilistico [78] para el estudio realizado en el trabajo
[13] y se encuentra disponible en [133]. Esta base de datos y la red ALARM co-
rrespondiente, se han convertido en un estandar en la evaluacion de algoritmos de
aprendizaje; éste es un dominio médico que se compone de 37 variables y 46 arcos.
En el segundo caso, también se ha utilizado el muestreo légico probabilistico para
generar 3 bases de datos de casos de 10000 casos cada una con las que realizaremos
los experimentos en esta seccién. El domino INSURANCE consta de 27 variables
y 52 arcos, y trata de los riesgos en los seguros de automdviles.

El propésito de cada uno de los experimentos es recuperar la red a partir de
la cual se generaron las bases de datos empleadas en los procesos de aprendizaje.
Por otra parte también estamos interesados en mostrar la eficiencia de los diferen-
tes algoritmos empleados. Para poder comparar estos algoritmos se calcularon los
siguientes pardmetros mostrados en las diferentes tablas.

e Las iteraciones que tuvieron que dar hasta encontrar el éptimo alcanzado por
cada uno de los algoritmos. En los tipos de algoritmos estudiados en este
capitulo, este pardmetro corresponde al nUmero de ascensiones de colinas que
tuvieron que realizar durante el proceso de aprendizaje, tanto en el espacio de
grafos dirigidos aciclicos como en el espacio de secuencias de ordenacion.

e Una vez que alguno de estos algoritmos nos ofrece un resultado, lo hemos
comparado de forma estructural con las redes originales utilizadas para gene-
rar los datos. Esta comparacion nos va a ofrecer tres parametros. El nimero
de arcos afadidos en la red aprendida que no aparecen en la red original, el
ndmero de arcos borrados en la red aprendida que si aparecen en la red origi-
nal y por dltimo el niUmero de arcos invertidos no siendo isomorfos en ambas
redes.

e Por supuesto la medida utilizada en el aprendizaje K2(log), tanto en la me-
dia de las ejecuciones realizadas, cuando tenga sentido, como la mejor red
encontrada por el algoritmo correspondiente.

e El parametro denominado KL en nuestras tablas proviene de la entropia cru-
zada de Kullback, gue mide la distancia entre la distribucion de probabilidad,
Ps, asociada a una red de creenciay la distribucion de probabifdadpcia-
da a los casos de la base de datos. Aunque esta medida es en principio dificil
de calcular, se puede aprovechar el hecho de que la distribucion especificada
mediante la red de creencia tiene una forma especiaR;Sis la distribu-
cion conjunta asociada a la r&j que tiene el siguiente conjunto de nodos
X ={Xy,...,%}, la entropia cruzada se puede descomponer en los siguientes
términos [94], [36]:
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Figura 2.9: Red de creencia INSURANCE.
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Figura 2.10: Red de creencia ALARM.

n

cross—entrop)(P,PG):—HP(X)+_in(Xi)— > Deplx, m(x)[0)

i=1,70%) #0
(2.10)
dondeHy denota la entropia de Shannon sobre la distribuBignDep es
igual a:
P Xi, Y
(%, Y;) (2.11)

Dep(X,Y|0) Xi%jP(xl,yJ)logP(Xi)P(yj)
Podemos observar que los dos primeros términos de la expresion 2.10 no de-
penden del graf6, son constantes independientes de la topologia de la red,
asi s0lo nos interesa el Ultimo término, precisamente el parametro que utili-
zamos en nuestras tablas como KL. La entropia cruzada serd menor cuanto
mayor sea el ultimo término. De ahi que la interpretacion de este parametro
sea, una red serd mejor cuanto mayor sea este valor KL.

e En cuanto a la complejidad del algoritmo hemos obtenido los siguientes pa-
rametros. En primer lugar el niimero de individuos (Ind) que se han visitado
durante el proceso de busqueda (en cada caso de acuerdo al espacio de bus-
gueda empleado en el proceso). En segundo lugar, mostramos el numero total
de estadisticos calculados (TEst) a partir de los datos empleados en el proce-
so de aprendizaje, esto edqjk, la frecuencia para una variabteque toma
su j-ésimo valor y lak-ésima configuracion de su conjunto de padres en la



2.5. Experimentacion y Conclusiones 7

red correspondiente. Este nimero de estadisticos no tiene por qué ser el na-
mero de estadisticos realmente calculados sobre los datos (nétese que este
proceso suele ser el mas costoso en el tipo de algoritmo estudiado a lo largo
del capitulo) ya que si utilizamos técnicas de hashing este numero puede ser
sustancialmente reducido; por consiguiente también mostramos en las tablas
en numero de estadisticos diferentes que aparecieron durante el proceso de
busqueda (EstEv). Por tltimo, la complejidad del calculo de estadisticos pue-
de ser exponencial con respecto al nimero de variables que intervienen en
ellos, es por esto que mostramos el nimero medio de variables que intervie-
nen en los estadisticos calculados durante el proceso de aprendizaje (Nvars).
En términos de comparacion, una estimacion del tiempo empleado por los
diferentes algoritmos puede ser: EstE NVars

Todos los algoritmos empleados en los experimentos han utilizado tres formas
de inicializacion de la busqueda. Inicializacion con la red vacia (EMP) de enlaces,
y en el espacio de 6rdenes ademas la secuencia de ordenacion encontrada en la ba-
se de datos utilizada; Inicializacion con el resultado de la ejecucion del algoritmo
K2SN descrito en la seccion 2.4.3 en su primera y mas bésica version (figura 2.7);
Inicializacion con el resultado de la ejecucién del algoritmo PC [127], cuando tra-
bajemos con el espacio de érdenes se extraera de este resultado un orden topoldgico
como secuencia de inicializacitn

En los algoritmos deterministas empleados en los experimentos, éstos se han
ejecutado una sola vez, sin embargo en los estocasticos se ha ejecutado 10 veces
cada uno, para cada inicializaciéon y para cada base de datos de casos, obteniéndose
en cada caso la medjay la desviacion estandar, asi como el mejor resultado de
estas ejecuciones.

2.5.2 Analisis de los experimentos

Los resultados de todos los experimentos se pueden observar en las tablas que apa-
recen alo largo de esta subseccién. Compararemos los resultados de cada algoritmo
con el resto de los algoritmos (comparables) y para cada una de las bases de da-
tos utilizadas. Como punto de referencia para todos los casos, se puede utilizar la
medida K2 para las bases de datos utilizadas para la estructura verdadera de las re-
des utilizadas en los experimentos, que sd@41269 para la red ALARM para

los primeros 3000 casos4708657 para la red ALARM para los primeros 10000
casos y—-5812095 para la red INSURANCE (promedio de las tres bases de datos
generadas con 10000 casos cada una).

SHemos de notar que a partir de un GDA puede obtenerse méas de un orden topoldgico valido. Noso-
tros s6lo hemos considerado uno de ellos para hacer determinista la inicializacion.



78 Métodos Locales de Busqueda

Analisis de los algoritmos greedy, ascension de colinas, HCST y HCSNEnN las

tablas 2.2 'y 2.5 se muestran los resultados para los algoritmos HCST y HCSN (con

2 radios de busqueda diferentes) para el dominio ALARM para los 3000 primeros
casos y en las tablas 2.3 y 2.6 se muestran los resultados, para este mismo dominio,
para los 10000 primeros casos de la base de datos utilizada. En ambos casos en el
espacio de busqueda de secuencias de ordenacion se ha fijado el radio a dos valores
distintos,r =7 y r = 36 (aproximadamente/5 del total de variables y el total de
variables respectivamente).

En las tablas 2.4 y 2.7 se muestran los resultados obtenidos (en promedio) en el
dominio INSURANCE, en este caso solo se ha ejecutado el algoritmo HCSN con
un radior = 13 (aproximadamente la mitad de las variables del dominio).

En cuanto a la base de datos ALARM de 3000 casos, cabe destacar lo siguien-
te: En primer lugar, si exceptuamos la inicializacion EMP en el algoritmo HCSN
para un radio 7 (cuyo resultado es especialmente malo debido a que el orden en la
base de datos ALARM es también especialmente malo y este radio no es capaz de
ofrecer una buena solucion) y también exceptuamos la inicializacién PC en el al-
goritmo HCST, en donde su comportamiento es excelente como inicializacion para
este caso, podemos observar para el resto de casos que el algoritmo HCSN tiene un
comportamiento mas homogéneo; quizas cabe resaltar el comportamiento de la ini-
cializacion K2SN en el algoritmo HCSN ya que tiene un comportamiento excelente
como inicializacién en este dominio. El comportamiento de la inicializacién PC con
el algoritmo HCSN es un poco peor, pero hemos de tener en cuenta que a la estruc-
tura resultante de la ejecucion del algoritmo PC podremos extraerle mas de un orden
ancestral, nosotros hemos probado so6lo con uno de ellos. En cuanto a la eficiencia
del algoritmo HCSN destacaremos que si aproximamos el tiempo de ejecucion por
la expresion EstEw 2 NVars por ejemplo para la inicializacion K2$hon radio
r = 7 el algoritmo es 67 veces mas lento que el HCST, y con radie 36 es
5,16 veces mas lento. Esto quiere decir, como argumentdbamos anteriormente, que
evaluar un cambio en la estructura sera mucho mas eficiente que evaluar un inter-
cambio en una secuencia de ordenacion y que éstas a su vez dependeran del radio
gue fijemos en la ejecucion del algoritmo.

En cuanto a la base de datos para ALARM de 10000 casos, el comportamiento
del algoritmo HCSN es similar al de 3000 casos, cabe destacar que en este caso
incluso para la inicializacion PC el algoritmo HCSN ofrece un mejor resultado que
el algoritmo HCST.

En cuanto al dominio INSURANCE, en primer lugar destacaremos que la ini-
cializacion K2SN en este dominio tiene un comportamiento especialmente malo,

“Hemos elegido esta inicializacién para esta comparacién por ser una inicializacién informada y no
tan costosa como puede ser la inicializacién con el algoritmo PC, ademas en este Ultimo caso habria que
tener en cuenta los estadisticos calculados para realizar los tests de independencia condicional durante
su ejecucion (en las tablas aparece como TIC).
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HCST Empty K2SN PC
K2 -1442562 -14520,21  -14403,77
KL 9,220 9,229 9,231
A 6 8 1

B 4 2 1

| 3 2 0

It 1 1 1
Ind (x 1000) 76 11 32
EStEv 3375 4970 1880+ TIC
TEst 154637 47041 39704 + TIC
NVars 2,99 3,53 3,29

Tabla 2.2: Resultados para una ascension de colinas en el espacio de estructuras
HCST. ALARM 3000 casos.

hemos de fijarnos en el resultado obtenido por esta inicializacién con el algoritmo
HCST (tabla 2.4) y la diferencia estructural obtenida. En este dominio el compor-
tamiento del algoritmo HCSN siempre ofrece un mejor resultado que el algoritmo
HCST, independientemente de la inicializacion.

También hemos de fijarnos que el nimero de individuos evaluados en el espacio
de secuencias de ordenes es significativamente menor que en el espacio de grafos di-
rigidos aciclicos, esto nos da una idea de que el espacio de secuencias de ordenacion
es mucho mas “suave” u homogéneo que el de las estructuras.

Por ultimo indicar que estos experimentos los hemos realizado con la tercera
de las opciones para la evaluacion de la secuencias de 6rgdeaesan realizado
pruebas con las otras dos opciones y los resultados son similares desde el punto de
vista de la calidad y también de la eficiencia, teniendo en cuenta solo los estadisticos
evaluados, ya que en nuestra implementacién hemos utilizado técnicas de hashing.

Analisis de los resultados del algoritmo IMAPR. En este caso hemos ejecutado
este algoritmo 15 iteraciones en las pruebas realizadas y los resultados se pueden
observar en las tablas 2.8, 2.9y 2.10.

En primer lugar cabe resaltar que todos los algoritmos IMAPR mejoran nota-
blemente la red encontrada por una ascension de colinas clasica en el espacio de
estructuras, en cuanto a la métrica utilizada en la busqueda, también respecto a la
medida KL y nUmero de arcos erréneos. La excepcion se da con la inicializacion
PC en el dominio ALARM, en donde hemos podido comprobar que esta inicializa-

5Donde inicializamos el conjunto de padres para cada uno de los nodos al conjunto vacio y los ope-
radores para encontrar el nuevo conjunto de padres son la insercién y el borrado de padres.
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HCST Empty K2SN PC

K2 -47267,11 -47081,66 -47133,41
KL 9,266 9,276 9,271
A 11 3 3
B 4 1 1

| 6 0 2

It 1 1 1
Ind (x1000) 72 16 18
EstEv 3280 5384 1804 + TIC
TEst 147008 55614 36539+ TIC
NVars 2,99 3,65 3,21

Tabla 2.3: Resultados para una ascension de colinas en el espacio de estructuras
HCST. ALARM 10000 casos.

HCST Empty K2SN PC

K2 -57998,10 -58895,94 -57869,01
KL 8,423 8,320 8,449
A 10,33 30,67 1,33
B 11,67 14,67 8,67

| 7,67 15,67 1,33
It 1 1 1
Ind 3,74E+04 1,13E+04 1,17E+04
EstEv 2050,33 3801,33 1094,00 + TIC
TEst 7,66E+04 3,55E+04 2,41E+04+TIC
NVars 3,09 3,97 3,37

Tabla 2.4: Resultados para una ascensién de colinas en el espacio de estructuras
HCST. INSURANCE 10000 casos. Promedio 3 bases de datos.
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Tabla 2.5:

HCSN (r=7)  Empty K2SN PC

K2 -14860,49 -14408,67 -14412,28
KL 9,136 9,222 9,220
A 30 1 1

B 6 2 3

I 11 0 1

It 1 1 1
Ind (x1000) 5,2 18 2,3
EstEv 14718 10152 17072+ TIC
TEst 1,97E6 5,61E5 7,16E5+TIC
NVars 4,38 3,92 4,34
HCSN (r =36)  Empty K2SN PC

K2 -14409,46 -14408,54 -14418,24
KL 9,223 9,223 9,226
A 2 2 5

B 2 2 2

I 0 0 4

It 1 1 1
Ind (x1000) 12 4 53
EstEv 37563 17427 24593+ TIC
TEst 9,42E6 2,84E6 3,96E6+ TIC
NVars 4,54 4,09 4,36

Resultados para una ascension de colinas en el espacio de érdenes

HCSN. ALARM 3000 casos.
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Tabla 2.6:

HCSN (r=7)  Empty K2SN PC

K2 -47513,60 -47079,60 -47117,67
KL 9,269 9,276 9,264
A 23 4 2

B 3 1 3

I 11 0 0

It 1 1 1
Ind (x1000) 7,3 13 3,1
EstEv 18333 11384 17266 + TIC
TEst 2,88E6 4,27E5 9,73E5+TIC
NVars 4,67 4,15 4,36
HCSN (r=36)  Empty K2SN PC

K2 -47080,22 -47076,20 -47109,89
KL 9,274 9,274 9,266
A 1 1 1

B 1 1 2

I 0 0 0

It 1 1 1
Ind (x1000) 17 33 3,4
EstEv 51609 20160 26263+ TIC
TEst 1,39E7 2,52E6 2,96E6+ TIC
NVars 4,83 4,35 4,39

Resultados para una ascension de colinas en el espacio de 6rdenes

HCSN. ALARM 10000 casos.
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HCSN (r =13) Empty K2SN PC

K2 -57877,99 -58010,39 -57842,38
KL 8,443 8,424 8,442
A 4,00 12,00 4,00
B 9,67 13,00 9,67

| 2,33 10,67 1,33
It 1 1 1
Ind 3,00E+03 4,10E+03 2,55E+03
EstEv 8899,67 20274,67 8851,33
TEst 1,04E+06 1,67E+06 8,96E+05
NVars. 4,02 4,60 4,07

Tabla 2.7: Resultados para una ascension de colinas en el espacio de 6rdenes
HCSN. INSURANCE 10000 casos. Promedio 3 bases de datos

cién mas un HCST es ya un resultado excelente. Hemos de notar que la medida K2
utilizada, es en realidad 10§2), con lo que las diferencias serdn muchos mayores
en la medida K2 en escala no logaritmica.

En todos los casos, atendiendo al mejor individuo encontrado en las 10 eje-
cuciones de nuestro algoritfiola red resultante puede calificarse de muy buena
aproximacion.

Si bien esto anterior es cierto, no es menos cierto que comparado con el al-
goritmo VNSST (tablas 2.11, 2.13 y 2.15), el cual utiliza también un esquema de
multiples reinicios y busquedas en el espacio de estructuras, pero de una forma esto-
castica, los resultados de IMAPR son mas pobres que los de los algoritmos VNSST,
ademas las diferencias de tiempos de ejecucion entre ambos algoritmos no son signi-
ficativas (teniendo en cuenta los tests de independencia condicional que se realizan
en cada iteracion en el algoritmo IMAPR). Estos resultados, en principio, nos sor-
prenden un poco ya que en el algoritmo IMAPR se realizan reinicios muchos méas
guiados por los datos que los reinicios efectuados en los algoritmos VNSST. El pro-
blema, pensamos, radica en que si en el esquema de reinicios elegido en el IMAPR
elegimos una mala secuencia de ordenacion, éste algoritmo tendera a encontrar una
red I-map de los datos y éstos I-map, normalmente con un nimero mayor de enla-
ces, seran puntos de dificil salida para la ascension de colinas correspondiente. Este
problema se resuelve satisfactoriamente en el nuevo esquema de vecindad planteado
en la seccioén 2.6.

6Se podrian considerar las 10 ejecuciones como una sola ejecucién del método reiniciando éste cada
15 iteraciones con el punto inicial elegido.
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IMAPR Empty K2SN PC
u o Mejor u o Mejor u o Mejor
K2 -14416,37 7,39 -14405,1214405,67 2,98 -14401,7914402,06 1,18 -14401,29
KL 9,225 0,003 9,231 9,233 0,003 9,231 9,231 0,000 9,231
A 5,00 2,16 3 5,20 1,75 2 1,90 0,74 2
B 2,70 1,16 1 1,60 0,52 1 1,00 0,00 1
I 2,60 0,52 2 0,70 0,67 q 0,00 0,00 0
It 10,60 4,88 11,60 4,22 5,10 4,41
Ind 5,24E+05 2,15E+04 4,53E+05 2,02E+04 5,17E+05 2,91E+04
EstEv 12485,70 452,62 14071,90 393,69 12633,10 940,00
Test 1,07E+06 4,35E+04 9,47E+05 4,11E+04 1,05E+06 5,93E+04
Nvars 4,24 0,09 4,48 0,07 4,62 0,06
Tabla 2.8: Resultados IMAPR ALARM 3000 casos 15iteraciones.
IMAPR Empty K2SN PC
u ] Mejor u o Mejor u ] Mejor
K2 -47246,15 48,73 -47111,4347080,30 1,75 -47078,J747133,41 0,00 -47133,41
KL 9,266 0,002 9,26 9,275 0,001 9,274 9,271 0,000 9,271
A 9,70 2,58 3 1,90 1,45 q 3,30 0,48 4
B 3,60 0,70 2 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1
I 4,90 1,52 2 0,00 0,00 q 2,00 0,00 2
It 5,10 5,24 3,60 4,40 3,50 4,40
Ind 6,07E+05 1,51E+04 5,18E+05 1,16E+04 5,32E+05 2,60E+04
EstEv 14570,60 391,98 16152,80 477,96 13046,50 563,63
Test 1,24E+06 3,07E+04 1,08E+06 2,36E+04 1,08E+06 5,30E+04
Nvars 4,46 0,04 4,54 0,04 4,69 0,09
Tabla 2.9: Resultados IMAPR ALARM 10000 casos 15iteraciones.
IMAPR Empty K2SN PC
u o Mejor u o Mejor u o Mejor
K2 -57912,43 40,31 -57842,1658123,73 66,71 -57941,4557831,29 14,43 -57815,88
KL 8,439 0,006 8,465 8,416 0,014 8,385 8,458 0,002 8,413
A 9,73 0,88 3 16,17 2,63 12 1,60 0,59 1
B 11,20 0,35 g 11,97 0,68 12 7,37 0,49 7
I 8,93 1,79 3 16,50 2,03 14 2,07 0,42 2
It 8,80 4,04 12,13 2,28 3,90 2,08
Ind 1,93E+05 1,04E+04 1,50E+05 1,10E+04 1,65E+05 9,77E+03
EstEv 5940,00 291,01 7754,50 316,27 5212,97 288,13
Test 3,97E+05 2,14E+04 3,23E+05 2,26E+04 3,39E+05 2,01E+04
Nvars 4,41 0,07 4,64 0,06 4,59 0,06

Tabla 2.10: Resultados IMAPR INSURANCE 10000 casos 15iteraciones. Prome-
dio 3 bases de datos
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Analisis de los resultados de los algoritmos VNS. Ahora pasaremos a discutir

los resultados obtenidos por los algoritmos VNS tanto en el espacio de grafos diri-
gidos aciclicos como en el espacio de secuencias de ordenacion. Estos resultados
se pueden observar en las tablas 2.11, 2.12, 2.13, 2.14 para el dominio ALARM y
para el algoritmo VNSST con diferentes parametros, y en la tabla 2.15 para el do-
minio INSURANCE. En todos estos algoritmos hemos fijado cé&mg el numero

de variables en el dominio en cuestion.

Los resultados para los mismos dominios y para el algoritmo VNSSN se pueden
observar en las tablas 2.16, 2.17y 2.18.

Respecto del algoritmo VNSST para ALARM, los 3000 primeros casos y los
parametrok ., = 1y kgep= 1, podemos decir que se obtienen unos magnificos re-
sultados, practicamente se encuentra siempre la mejor red encontrada por nosotros
con una medida K2 de-1440129. Este algoritmo (para la inicializacion K2SN)
es del orden de 12 veces mas lento que el algoritmo HCST, sin embargo hemos
de tener en cuenta el nUmero de ascensiones de colinas realizadas por el algoritmo
VNSST, que es significativamente superior a este Ultimo nimero. En cuanto a los
parametrok i, = 7 Y Ksiep= 5, podemos decir que se obtienen muy buenos resul-
tados, que difieren muy poco del anterior caso, pero con un ahorro de tiempo de
calculo considerable (este algoritmo es del orden 88 2eces mas rapido que para
los parametrok,;, = 1y Ksiep= 1y paralainicializacion K2SN), en todos los casos
y todas las inicializaciones se alcanza un nimero considerable de veces la mejor red
mencionada anteriormente. Hemos de destacar, que en ambos casos se mejoran los
resultados obtenidos sin utilizar la transformacion especifica disefiada en la seccion
2.3.2, como puede comprobarse con los resultados obtenidos en el trabajo [48].
Ademas en este Ultimo trabajo se puede comprobar la significativa mayor eficiencia
y eficacia del algoritmo VNSST en comparacion a una simple ascension de colinas
con multiples reinicios aleatorios.

En cuanto al algoritmo VNSST con los 10000 primeros casos de la base de datos
ALARM, préacticamente se mantiene la misma ténica que en el caso anterior. En este
caso se empeora en media un poquito el resultado para la inicializacion EMP con
los segundos parametros probadqg,{= 7 Y Ksiep= 5), pero esto es porque una
sola ejecucion de las 10 realizadas dio un resultado muy pelrg2( 3).

Para el dominio INSURANCE vy el algoritmo VNSST, hemos de decir que en
todas las inicializaciones se ha encontrado la mejor red encontrada por nosotros
con un medida K2 de-5777343. En este dominio observamos de nuevo que la
inicializacién con el algoritmo PC ofrece los mejores resultados sobre todo en la di-
ferencia estructural obtenida. Hemos de destacar, como comentabamos més arriba,
que la inicializacion con el algoritmo K2SN es especialmente mala, como se puede
observar en la tabla 2.4, sin embargo el algoritmo VNSST es capaz de superar esta

"Donde con cierta probabilidad en la inversién de un arco borrabamos el conjunto de padres comunes.



86 Métodos Locales de Busqueda

VNSST Empty K2SN PC

u g Mejor u o Mejor u g Mejor
K2 -14401,30 0,04 -14401,2914401,30 0,04 -14401,2914401,29 0,00 -14401,29
KL 9,231 0,000 9,231 9,231 0,000 9,231 9,231 0,000 9,231
A 2,10 0,32 2 2,10 0,32 2 2,00 0,00 2
B 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1
I 0,00 0,00 q 0,00 0,00 q 0,00 0,00 0
It 97,90 19,73 71,90 13,40 17,90 11,88
Ind 4,50E+06 7,48E+05 4,05E+06 1,28E+06 2,90E+06 6,46E+05
EstEv 37230,80 3561,79 36418,40 3787,11 29803,70  2494,36
Test 5,32E+06 7,68E+05 4,73E+06 8,67E+05 3,62E+06 4,71E+05
Nvars 4,41 0,03 4,38 0,04 4,41 0,04

Tabla2.11: VNSST ALARM 3000 casos K, = 1y Kgep= 1.

situacion y llegar a unos resultados bastante buenos. En este caso este algoritmo,
de nuevo para la inicializacion K2SN, es del orden g#l8/eces mas lento que el
algoritmo HCST.

Para el dominio ALARM, en las bases de datos probadas, el algoritmo VNSSN
llega a unos resultados un poco peores que el correspondiente al VNSST, a pesar de
ello vemos que practicamente llegan a unos resultados buenos y que, como hemos
argumentado a lo largo de este capitulo, el espacio de busqueda en las secuencias
de ordenacién es mas “suave”, esto lo demuestra el nimero de individuos evaluados
en ambos casos. Aunque también, como comentabamos anteriormente, evaluar una
secuencia vecina es mas costoso que evaluar un vecino de un GDA. Por ultimo
hemos de destacar el buen comportamiento que tiene en este espacio y para este
dominio la inicializacion K2SN. En este caso este algoritmo practicamente tarda el
mismo tiempo que el algoritmo VNSST con los parameltrgs = 1y Kstep= 1Y por
consiguiente sera del orden del doble més lento que el VNSST con los parametros

kmin =7y kstep: S.

Sin embargo, para el dominio INSURANCE el algoritmo VNSSN obtiene unos
muy buenos resultados, mejorando los resultados ofrecidos por el algoritmo VNSST.
Esto nos pone de manifiesto que, por una parte, dependiendo del dominio en cues-
tién un algoritmo ofrecerd mejores resultados que el otro, y por otra que quizas
eligiendo un radio mas adecuado en cada dominio, el algoritmo VNSSN ofrece-
ra mejores resultados. Conjeturamos que quizas con la mitad de las variables del
dominio como inicializacion del radio, el algoritmo VNSSN ofrecera muy buenos
resultados y mas homogéneos que el algoritmo VNSST. En cuanto al tiempo de
ejecucion hemos de decir que el algoritmo VNSST es del orden3®%ev2ces mas
rapido que el VNSSN probado.
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VNSST Empty K2SN PC
u o Mejor u g Mejor u g Mejor
K2 -14403,45 4,22 -14401,2914402,82 2,39 -14401,2914402,53 1,30 -14401,29
KL 9,230 0,002 9,231 9,231 0,002 9,231 9,231 0,000 9,231
A 2,30 1,06 2 2,80 1,40 2| 1,50 0,53 2
B 1,30 0,67 1 1,20 0,42 1 1,00 0,00 1
| 0,10 0,32 q 0,30 0,67 q 0,00 0,00 0
It 21,20 5,79 15,20 3,52 3,00 2,31
Ind 1,67E+06 5,35E+05 1,09E+06 3,49E+05 6,24E+05 2,20E+05
EstEv 17833,80 2643,55 16919,40 1712,36 10580,00 1764,23
Test 1,62E+06 3,22E+05 1,19E+06 2,03E+05 7,69E+05 1,71E+05
Nvars 4,17 0,10 4,15 0,08 4,11 0,08
Tabla2.12: VNSST ALARM 3000 casos K, = 7Y Kstep=5.
VNSST Empty K2SN PC
u g Mejor u o Mejor u g Mejor
K2 -47076,20 0,00 -47076,2047076,20 0,00 -47076,2047076,20 0,00 -47076,20
KL 9,274 0,000 9,274 9,274 0,000 9,274 9,274 0,000 9,274
A 1,90 0,32 2 1,90 0,32 2| 2,00 0,00 2
B 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1
| 0,00 0,00 [0 0,00 0,00 q 0,00 0,00 0
It 98,10 28,12 58,40 11,93 47,00 17,54
Ind 4,34E+06 8,91E+05 4,35E+06 1,14E+06 3,77E+06 1,25E+06
EstEv 35838,90 4098,73 38148,50 449277 32901,80 3704,42
Test 5,17E+06 9,07E+05 4,98E+06 8,44E+05 4,37E+06 8,25E+05
Nvars 4,42 0,06 4,42 0,05 4,42 0,05
Tabla2.13: VNSST ALARM 10000 casos K, = 1y Kgep= 1.
VNSST Empty K2SN PC
u g Mejor u o Mejor u g Mejor
K2 -47091,03 43,06 -47076,34047076,88 1,43 -47076,2047076,62 0,87 -47076,20
KL 9,274 0,001 9,274 9,274 0,001 9,274 9,274 0,000 9,274
A 2,00 1,76 2 2,10 1,10 2| 1,60 0,70 2
B 1,10 0,32 1 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1
| 0,70 1,49 q 0,00 0,00 q 0,00 0,00 0
It 23,80 6,49 10,80 3,52 11,90 4,56
Ind 1,86E+06 4,50E+05 1,13E+06 4,09E+05 1,18E+06 3,20E+05
EstEv 19060,60 2581,05 17134,20 2573,82 14876,80 2237,52
Test 1,79E+06 3,10E+05 1,19E+06 2,72E+05 1,24E+06 2,52E+05
Nvars 4,24 0,08 4,19 0,07 4,23 0,09

Tabla 2.14: VNSST ALARM 10000 casos K, = 7'y Ksiep= 5.
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VNSST Empty K2SN PC
u o Mejor u g Mejor u g Mejor
K2 -57848,90 3,90 -57773,4357843,93 24,45 -57773,4357814,30 27,43 -57773,43
KL 8,446 0,041 8,40 8,446 0,041 8,40 8,458 0,041 8,408
A 7,83 3,84 2 6,63 1,24 2 1,97 0,76 2
B 10,57 1,88 g 10,07 0,67 g 7,30 0,20 8
| 8,30 5,26 1 7,17 1,50 1 2,03 0,61 1
It 59,43 13,80 135,70 5,79 30,97 5,84
Ind 1,35E+06 1,52E+05 2,02E+06 1,87E+05 9,45E+05 5,25E+04
EstEv 13907,00 776,04 20215,97 880,86 11660,03 401,29
Test 1,51E+06 1,50E+05 2,10E+06 1,31E+05 1,15E+06 5,89E+04
Nvars 4,63 0,05 4,71 0,03 4,63 0,04
Tabla 2.15: VNSST INSURANCE kmin =1y kstep: 1
VNSSN Empty K2SN PC
u o Mejor u g Mejor u o Mejor
K2 -14408,83 0,64 -14407,9214408,43 0,27 -14407,9214408,50 0,23 -14407,92
KL 9,224 0,001 9,225 9,223 0,001 9,22% 9,223 0,001 9,225
A 2,30 0,48 3 2,10 0,57 3 2,20 0,42 3
B 2,00 0,00 2 2,00 0,00 2 2,00 0,00 2
I 0,00 0,00 q 0,00 0,00 q 0,00 0,00 0
It 27,80 9,32 8,20 5,83 16,40 3,10
Ind 1,43E+05 5,43E+04 9,08E+04 5,47E+04 8,33E+04 2,93E+04
EstEv 46418,30 7044,06 37646,70  8752,57 42358,20  4132,27
Test 3,24E+07 1,01E+07 2,30E+07 1,25E+07 1,90E+07 6,11E+06
Nvars 4,60 0,07 4,47 0,09 4,59 0,06
Tabla 2.16: VNSSN ALARM 3000 casos I = 7, Kyin = 1, Kstep= 1y kmax= 8.
VNSSN Empty K2SN PC
u g Mejor u o Mejor u g Mejor
K2 -47087.39 12.26 -47077.1847076.49 0.90 -47076.2047110.08 0.41 -47109.89
KL 9.273 0,004 9.274  9.274  0.000 9.274  9.266  0.000 9.265
A 4.5 3.03 2 1.8 0.42 2 1.9 0.32 2
B 1.6 0.52 1 1.0 0.0 1 2.0 0.0 2
| 0.8 1.03 0 0.0 0.0 0 0.0 0.0 0
It 40.8 15.75 18.1 5.54 12.4 4.35
Ind 327335 204091 179865 55924 99061 30844
EstEv 68087 11680 49902 5664 54670 7832
Test 5.98+E7 2.73+E7 4.16+E7 1.12+E7 2.43+E7 6.53+E6
Nvars 4,96 0,06 4.79 0,08 4.85 0.1

Tabla2.17: VNSSN ALARM 10000 casos I = 7, k

min

- l, kStep: 1 y kmaX: 8
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VNSSN Empty K2SN PC
u o Mejor u g Mejor u o Mejor

K2 -57826,40 24,26 -57779,4957826,01 32,88 -57773,4357808,34 30,85 -57774,30
KL 8,446 0,042 8,482 8,447 0,041 8,40 8,448 0,042 8,486
A 3,27 0,31 3 3,33 0,71 2 3,10 0,17 2
B 9,20 0,26 9 8,83 0,06 8 8,93 0,06 8
| 0,97 0,25 1 2,80 0,17 1 0,80 0,35 0
It 11,47 8,38 29,83 1,63 10,63 2,05

Ind 9,26E+04 3,30E+04 1,64E+05 2,06E+04 9,52E+04 6,69E+03

EstEv 30911,97 3781,39 49164,03  1091,23 32339,40 629,22

Test 2,14E+07 5,59E+06 3,17E+07 2,65E+06 2,16E+07 1,84E+06

Nvars 4,47 0,05 4,69 0,05 4,50 0,01

Tabla 2.18: VNSSN INSURANCE I = 13, Kin = L, Ketep= 1Y Kmax= 9.

2.6 Redefiniendo la vecindad para una ascension de
colinas en el espacio de grafos dirigidos aciclicos

Hemos observado, en el ejemplo 2 de este capitulo, que cuando nos equivocamos en
la orientacién de un determinado enlace, cosa que puede ocurrir a menudo sobre to-
do si no tenemos mas elementos de juicio que solamente el enlace a introducir entre
dos variables, entonces la mayoria de los algoritmos tienden a “cruzar” los padres
de ambas variables del enlace en cuestién. Hemos observado que esto puede ocurrir
también a menudo en el algoritmo IMAPR si se elige una secuencia de ordenacion
mala, de todas formas es bien conocido que este comportamiento se presenta en una
gran cantidad de algoritmos de aprendizaje.

Como hemos indicado anteriormente, esta situacion puede ocurrir con bastan-
te asiduidad, imaginemos, centrandonos en el ejemplo 2, que la relacién con mas
“fuerza” es la relacion entre las variabbesy x5, con lo cual un algoritmo de bus-
gueda probablemente introducird un arco entre ellos en primer lugar. Si utilizamos
una medida o métrica “score-equivalente” como puede ser la BIC, entonces el mis-
mo valor tendra introducir el enlace en una direccién u otra, ya que no tenemos
elementos para discernir su orientacion correcta. Si el algoritmo decide introducir
la orientacion contraria a la verdadera, éste tendera a hacer comunes los padres de
ambas variables con una probabilidad muy alta.

Por otra parte, hemos notado que este tipo de estructuras ya tienen un buen valor
en la medida o métrica utilizada y que habitualmente los operadores clasicos de
borrado, afiadido o inversion de un solo arco no son capaces de escapar de estos
maximos (0ptimos) locales.

Se han desarrollado algoritmos en la literatura que de una forma u otra intentan
“no moverse en el espacio de grafos dirigidos aciclicos sino moverse en el espacio de
redes de creencia”. Por ejemplo en los trabajos [28] y [128], se mueven en el espacio
de las clases de equivalencia de redes de creencia, y definen operadores especificos



90 Métodos Locales de Busqueda

para moverse por este espacio, pero el problema que se plantea es un poco similar
al que ocurre en el espacio de secuencias de ordenacion, y es que no se aprovecha
la eficiencia que proporciona habitualmente la propiedad de descomposicion de las
métricas y por consiguiente seran, en general, menos eficientes. También en [2] en
su algoritmo BENEDICT-sin orden plantean movimientos en el espacio de clases de
equivalencia. Los resultados ofrecidos por estos algoritmos mejoran, normalmente,
los resultados ofrecidos por los operadores clasicos de grafos dirigidos aciclicos,
pero a costa de perder eficiencia.

Recientemente en [91] se estudia la posibilidad de llegar a una situacién de com-
promiso entre el espacio de clases de equivalencia y el espacio de GDAs. En este
trabajo se hace uso intensivo de un operador denominado RCAR (Repeated Covered
Arc Reversal), en donde repetidamente se van invirtiendo arcos con padres comunes
(un cierto niumero de ellos prefijado de antemano), para fundamentalmente en una
fase posterior relanzar una algoritmo HCST y obtener asi un nuevo 6ptimo local.

Si analizamos bien el problema que planteamos en esta seccion y los desarrollos
llevados a cabo tanto en [28] y [91], es muy probable que en ambas aproximaciones
tampoco se salga a menudo de estos Optimos locales, fundamentalmente porque en
ambos casos se mantendrian todos los enlaces de las familias involucradas en estos
crucesy posteriormente solo se intenta mover en una vecindad local, esto es, intentar
borrar/afiadir un solo ar€o

Es por ello que nosotros plantearemos un nuevo operador para el espacio de
GDAs, en la misma filosofia que en [91], pero pensado especificamente para las
redes de creencia. La vecindad clasica para el espacio de GDAs se ha estudiado en
las secciones anteriores:

MA(G) ={(V,.E")/JE' =EU{X; = % },X; = % ¢ Ey (V,E') es un GDA
A5(G) ={(V.E)/E'=E\{X; = x},x; > x € E}

M(G)={(V,E')/E' = (EU{x; =% })\{X —X;},% =X €EYy (V,E) es un GDA

Asi la vecindad para un grafé sera la union de las operaciones anteriores, esto
es, N (G) = A, (G) U A5(G)U A (G). Nuestra propuesta es la modificacion del
operador de inversion, y por consiguiente la redefinicion de la vecindd®), que
ahora quedara definida como:

4(0) = {(V.E)/E = ((Eux —x 1\ ({x = X} Ut ) ) urhi ) |
(2.12)

8Hemos visto en el ejemplo 2 que probablemente si nos movemos un sélo arco, entonces transitoria-
mente empeoremos el valor de la métrica utilizada.
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tal quex; — x; €Ey (V, E’) es un GDA y donde:

{15, = X} 6, = X} € Exp, € (%)), X5, € (%)

P = ;i 5 (%) N1i5(x;) # 0 (2.13)
Simg (%) N1 (x;) =0
y
{{xpnj — X}, {Xpn —>x1.},xpnj €AXpm EBYABE t@(r%(xi)urb(xj))},
P = SiTe(4)NTG(x) #0
0

Si 16(x) N () = 0
(2.14)
donde #(m5(X;) U 55(X;)), representa el conjunto de las partes de la union del
conjunto de padres de ambos nodogiyrepresentan el conjunto de padres de un
nodo en el graf@s.

Esta nueva definicién de vecindad quiere decir que cuando nos encontramos que
en la inversién de un arco los nodos implicados tienen padres comunes, entonces,
ademas de invertir dicho arco, probaremos como padres de ambos nodos todos los
posibles subconjuntos a partir de la union de los padres que tuviesen ambos nodos.
El nimero de estos subconjuntos seri@{@?"), siendan el nimero de variables en
la unién de los padres, con lo que, en principio, este operador hace que el nUmero de
vecinos de cada grafo crezca de forma exponencial. Sin embargo, hemos de tener
en cuenta que habitualmente el nUmero de padres para una cierta variable es un
cantidad baja, este hecho se revela en los experimentos que hemos realizado, y por
tanto el coste computacional en la practica no sera excesivo. De todas formas, se
podria plantear el limitar el nUmero de subconjuntos tal que no superasen una cierta
cantidad en su cardinalidad, como por otra parte es habitual en otros trabajos como
[60, 96, 31].

2.6.1 Analisis experimental

En este caso vamos a utilizar los mismos dominios y bases de datos que en la sec-
cion 2.5, excepto el dominio INSURANCE. Para este caso hemos realizado una
implementacion de una ascension de colinas clasica con esta nueva definicion de
vecindad, ademas hemos ejecutado el algoritmo IMAPR con esta nueva ascensién
de colinas en las mismas condiciones que en la seccién 2.5.

Los resultados de la ascension de colinas clasica se pueden observar en las tablas
2.19y 2.20. En primer lugar la mejora de los resultados, comparados con los de las
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HCST Empty K2SN PC

K2 -14414,55 -14405,48 -14403,77
KL 9,225 9,234 9,231
A 4 3 1

B 2 1 1

I 2 0 0
EstEv 3336 5123 1830+ TIC
TEst 155635 57689 33643+ TIC
NVars 2,93 3,50 3,14

Tabla 2.19: Resultados para una ascension de colinas en el espacio de estructuras
HCST redefiniendo la vecindad. ALARM 3000 casos.

tablas 2.2 y 2.3, en el dominio comprobado es bastante significativa en cuanto a
la calidad del resultado. Por otra parte si nos fijamos en los estadisticos evaluados
distintos en ambas ejecuciones y lo comparamos con los de la vecindad clasica
de GDAs, resulta que el nimero de ellos es practicamente similar, al igual que el
namero de variables medio que intervienen en ellos (esto hace que practicamente el
tiempo de ejecucion de ambos sea similar).

En cuanto a los algoritmos IMAPR para la base de datos de ALARM 3000 casos,
los resultados obtenidos mejoran de manera notable los obtenidos por la ascension
de colinas con la definicion de vecindad clasica, y son practicamente similares a
los obtenidos por los algoritmos VNSST en las tablas 2.11y 2.12. En cuanto a la
eficiencia, centrandonos de nuevo en la inicializacion K2SN, decir que el algoritmo
IMAPR con la definicién de vecindad clasica es del orden,d8 Yeces mas rapido
que con la redefinicion de vecindad realizada en esta seccion.

Para la base de datos ALARM y los primeros 10000 primeros casos, hemos de
destacar el comportamiento de IMAPR con esta redefinicion de vecindad para la
inicializacién EMP, para el resto de inicializaciones hemos de notar que una simple
ascension de colinas con esta nueva definicion de vecindad obtiene ya un resultado
excelente, que el algoritmo IMAPR no es capaz de mejorar, por ser éste ya un opti-
mo muy dificil de superar. En cuanto a la eficiencia hemos de decir que se mantiene
en el mismo orden (B) que en el caso anterior.
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HCST  Empty K2SN PC
K2 -47111,03 -47078,27  -47078,27
KL 9,268 9,274 9,274
A 3 0 0

B 2 1 1

| 2 0 0
EStEv 3327 5147  1973+TIC
TEst 152742 44500 44558 + TIC
NVars 2,94 3,53 3,21

Tabla 2.20: Resultados para una ascension de colinas en el espacio de estructuras
HCST redefiniendo la vecindad. ALARM 10000 casos.

IMAPR Empty K2SN PC
u g Mejor u g Mejor u g Mejor
K2 -14402,41 1,20 -14401,7914402,72 1,27 -14401,7914402,54 1,29 -14401,29
KL 9,231 0,001 9,231 9,230 0,001 9,231 9,231 0,000 9,231
A 1,70 0,48 2 1,20 0,63 2 1,60 0,70 2
B 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1
I 0,40 0,84 o 0,00 0,00 0 0,00 0,00 0
It 8,00 3,40 7,10 3,70 5,10 543
EstEv 16489,80  1401,51 16927,10 726,28 14333,30 1179,68
Test 2,46E+06 8,80E+05 1,98E+06 3,83E+05 2,15E+06 7,15E+05
Nvars 4,45 0,12 4,39 0,06 4,52 0,10
Tabla 2.21: Resultados IMAPR ALARM 3000 casos 15iteraciones. Definicion nue-
va vecindad.
IMAPR Empty K2SN PC
u g Mejor u g Mejor u g Mejor
K2 -47078,51 0,78 -47078,3647078,27 0,00 -47078,3647078,06 0,65 -47076,20
KL 9,274 0,000 9,274 9,274 0,000 9,274 9,274 0,000 9,274
A 0,30 0,48 1 0,30 0,48 1 0,30 0,48 2
B 1,10 0,32 1 1,00 0,00 1 1,00 0,00 1
I 0,10 0,32 o 0,00 0,00 0 0,00 0,00 0
It 5,60 4,50 2,60 2,84 3,40 4,67
EStEv 19175,70 1823,15 20465,70  1803,24 19387,10 3315,64
Ntest 3,44E+06 9,21E+05 3,26E+06 1,07E+06 5,72E+06 3,89E+06
Nvars 4,58 0,10 4,58 0,12 4,83 0,25

Tabla 2.22: Resultados IMAPR ALARM 10000 casos 15 iteraciones. Definicion
nueva vecindad.
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Capitulo 3

Metodos de Busqueda
Distribuidos para el
Aprendizaje de Redes de
Creencia

3.1 Introduccidn

Cada vez méas tenemos a nuestra disposicion computadores a bajo coste con capa-
cidad de multiprocesamiento, por lo que es muy razonable tratar de aprovechar las
ventajas que nos ofrecen este tipo de computadores para realizar nuestras tareas de
forma mas eficiente y mas eficaz. Es por ello que en este capitulo nos dedicaremos a
estudiar formas de distribuir tareas en los procesos de busqueda que previamente he-
mos planteado, asi como comprobar en nuestro problema en particular su eficiencia
y sobre todo su eficacia. Estos entornos multiprocesador nos ofrecen la posibili-
dad de realizar de forma simultanea varias tareas aprovechando de manera 6ptima
sus recursos. Fundamentalmente se puede pensar en dos formas de distribuir los
problemas en varias tareas atendiendo al objetivo perseguido:

e Subdividir un problema en subproblemas mas o menos independientes y re-
solverlos de forma simultdnea en el tiempo, para fundamentalmente aumentar
su eficiencia (reducir el tiempo de computacion).

e Relacionado con el punto anterior, abordar un problema mas o menos com-
plejo realizando mas trabajo, y aumentando asi nuestras garantias de éxito

95
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al poder realizar mas tareas en un mismo periodo de tiempo, para aumentar
fundamentalmente su eficacia.

La busqueda distribuida en el aprendizaje de redes de creencia no ha recibido
tanta atencién en la literatura como la busqueda secuencial. Se pueden encontrar
algunos trabajos relacionados con el tema: Sangiesa y col. [123] desarrollan un
algoritmo paralelo para el aprendizaje de redes posibilisticas. Xiang y col. [137]
desarrollan algoritmos paralelos para el aprendizaje estructural de redes de Markov.
Lamy col. [95] desarrollan un algoritmo distribuido para el aprendizaje estructural
de redes Bayesianas, en donde fundamentalmente se distribuyen los calculos (bus-
gueda del conjunto de padres de un determinado nodo) para aumentar la eficiencia
en una técnica de ramificacion y acotamiento, sin embargo este algoritmo necesi-
ta de un orden previo entre las variables. Por ultimo Lozano y col. [103] disefian
algoritmos paralelos para fundamentalmente disminuir el coste de la basqueda.

Nosotros, debido al problema que queremos resolver, estamos mas interesados
en la segunda opcién, esto es, aumentar de alguna forma las garantias de encontrar
una buena solucion, explorando mas regiones de nuestro espacio de blsqueda en un
mismo periodo de tiempo. En primer lugar estudiaremos una version distribuida del
esquema de busqueda local en entorno variable presentado en el capitulo anterior.
A continuacion estudiaremos cémo resolver nuestro problema mediante una técnica
de reciente aparicion, como es el modelo de agentes cooperativos, el modelo de
las colonias de hormigas. Finalmente, propondremos un sistema distribuido hibrido
entre las busquedas VNS y las colonias de hormigas.

3.2 Busqueda en Entorno Variable Distribuida

La principal motivacion de realizar una version distribuida de la basqueda en en-
torno variable es aumentar la calidad de la solucién encontrada sin incrementar el
tiempo de computacion. Una primera idea para distribuir la busqueda en entorno
variable directa y simple seria lanZdblsquedas en paralelo independientes y que-
darnos con la mejor de ellas al finalizar estas busquedas. En la figura 3.1 podemos
ver un esquema de funcionamiento de este tipo de algoritmo. Siendo la basqueda en
entorno variable una blusqueda estocastica, podremos esperar que el algoritmo ofre-
ciera diferentes resultados durante distintas ejecuciones, esperando que este simple
método mejore la calidad de la solucion buscada.

Esta primera aproximacion no deja de ser equivalente a redlitaraciones
del algoritmo VNS simple, esto es, esta version realizaria la misma busqueda des-
de el punto de vista de la calidad de la solucién aportada. En lugar de réalizar
busquedas totalmente independientes, podemos de alguna forma colaborar entre las
k blsquedas iniciadas de forma paralela, cada cierto tiempo coordinar de alguna
forma nuestra blsqueda con el objetivo principal de centrarnos en las zonas mas
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Figura 3.1:
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prometedoras exploradas hasta el momento. Esta coordinacién entre busquedas se
puede realizar de distintas maneras y es un problema que de cierta forma queda
abierto. Nosotros hemos elegido una forma simple de coordinar nuestra basqueda
y es la siguiente: Una vez que lablsquedas, iniciadas desde algun punto elegido
previamente, han terminado el bucle interno del método VNS, esto es, han alcanza-
do la vecindad maxima de busqueda, entonces nos quedamos con la mejor solucion
aportada e iniciamos de nuekdlsquedas en paralelo con esta solucion como ini-
cio de la busqueda. De esta forma en cada iteracién del VNS nos centraremos en la
region del maximo local alcanzado hasta ese momento, con la esperanza de que el
Optimo local no quede lejos del que hemos alcanzado. Esta estrategia de coordina-
cién entre busquedas no se aleja lo mas minimo de la filosofia inicial de la busqueda
en entorno variable. Esta aproximacion puede ser vista como un modelo de coordi-
nacion global entre todas las soluciones y hemos de notar que es independiente del
problema a tratar. Un esquema de este tipo de algoritmo lo podemos ver en la figura
3.2.

Por dltimo notar que para nuestro problema de aprendizaje de redes de creencia,
estas aproximaciones son directamente aplicables, tanto en el espacio de blsqueda
de grafos dirigidos aciclicos como en el espacio de érdenes.

3.2.1 Esquema de inicializacién de las busquedas distribuidas

Un forma de inicializar las diferentes busquedas es por supuesto de forma aleatoria,
tanto en el espacio de 6rdenes como en el espacio de grafos dirigidos aciclicos. Una
forma un poco menos aleatoria es elegir una secuencia de ordenacion aleatoria entre
los nodos y aprender mediante el algoritmo K2 la estructura de la red de creencia
inicial para todos o parte de los individuos de la poblacion.

La inicializacion aleatoria tiene las ventajas de que al ser al azar: (a) podemos
elegir un buen punto de inicio para la busqueda y (b) explorar mas regiones del
espacio de busqueda correspondiente, esto es, diversificariamos los puntos de inicio
en el espacio de blsqueda, pero tiene el claro inconveniente de que con frecuencia
perderemos tiempo intentando optimizar malos puntos de inicio.

Otra forma de inicializacion puede ser un poco mas guiada que las anteriores, de
tal forma que nos centremos desde el principio en regiones prometedoras del espa-
cio de busqueda. Por otra parte, la inicializacién de los diferentes puntos de inicio
debe ser eficiente ya que no seria deseable invertir demasiado tiempo en buscar es-
tas zonas del espacio de busqueda prometedoras. Una heuristica de blsqueda en el
espacio de grafos dirigidos aciclicos bastante eficiente es el Algoritmo B [23]: Este
algoritmo realiza una busqueda local a partir de grafo vacio de enlaces, en donde de
formaincremental va introduciendo arcos entre nodos, eligiendo en cada etapa aquél
gue maximiza una medida, todo ello evitando ciclos dirigidos (ver capitulo 1). El
resultado de este algoritmo seria una buena opcién como punto de partida para nues-
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tra busqueda, ya que el resultado suele ser una aproximacion bastante informada del
optimo que deseamos conseguir, ademas de ser un algoritmo suficientemente rapido
como para plantearlo como inicializacion. El problema que se nos plantea ahora es
gue este algoritmo es determinista y por tanto no seria conveniente inicializar todas
las busquedas con el mismo punto ya que no diversificariamos suficientemente la
busqueda.

Para solucionar este inconveniente vamos a plantear una version probabilistica
del algoritmo B, de tal forma que no se generen (normalmente) los mismos resul-
tados como inicio de las busquedas posteriores VNS y sigan conservando en cierta
medida la propiedad de ser unos puntos de inicio prometedores. Esta versién pro-
babilistica, (figura 3.3), consistira en cambiar la forma de seleccionar el arco a in-
troducir de tal forma que con cierta probabilidagparametro de intensificacion o
diversificacion) se seleccione de forma proporcional a su valor de la métrica el arco
gue debe ser introducido y con una probabilidadfdse siga eligiendo el arco que
maximiza la métrica utilizada (ecuacion 3.1). De esta forma no cambiariamos de
forma radical todos los atributos que nos ofrece la solucién determinista del Algo-
ritmo B.

argmax ; {[f(xi,noq) u{x;}) — f(x, n(xi))}} con probabilidad % p,

hj= [F(x,,7106)U{x; ) £ 04.710))]
Selec. con probs eI X T4

con probabilidad.
(3.1)

En la ecuacion 3.1 hay que especificar dos restricciones: (a) Cuando la inclusion
de un arco introduce un ciclo dirigido, entonces no se ha de escoger, en el caso de
gue estemos maximizando simplemente se ignora; y en el caso de que sorteemos
simplemente ponemos esta probabilidad a 0. (b) Cuando la inclusién de un arco nos
de una diferencia negativa, por un lado en el caso de que estemos maximizando no
hay ningun problema, pues el propio algoritmo B se encarga de no escoger este tipo
de arcos; y en el caso de que sorteemos de nuevo pondremos esta probabilidad a 0,
de esta forma nos aseguramos de que nunca se escogera la inclusion de &ste arco

En este algoritmo la matri[i, j] representa una matriz de adyacencias en donde
guardamos las diferencias entre la medida con los padres dekneufola actual
etapa con la inclusién en el conjunto de padres del nqdp la medida con los
actuales padres(x;) sin la inclusion del node;. En este caso identificamos la
inclusion de ciclos dirigidos en la actual solucion con la asignacion a esta matriz del
valor —oo, esto se hace en cada etapa buscando los ancestros y los descendientes de
un determinado nodx,.

El mismo esquema se podria utilizar para buscar puntos de inicio prometedores

1En el proceso de sorteo generamos un U[0,1], en el caso de que nos genere un 0 la primera vez,
repetimos la generacién hasta que nos genere un nimero diferente de 0
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Algoritmo B Probabilistico

1. Etapa de Inicializacion:

(a) Parai=1hastan hacerm(x;) =0

(b) Parai= 1y j=1hastan hacer:
SI(I 7& J) Entonces Avl] = f(Xi7Xj> - f(XI,@)

2. Etapa lterativa:
(a) Repetir hasta quei,j (Afi,j] <00 A, ] = —).

i. Seleccionar un par de indices iy j siguiendo la ecuacion 3.1
ii. Si(Ali, ] > 0) Entonces(x;) = m(x;) U {x;}

iii. Afi,j]=—o
iv. Parax, € Ancestrogx;) y x, € Descendientés;) U {x } hacer:
Ala,b] = —oo.

v. Para k=1 hasta n hacer:

Si (Ali,kl > —w) Entonces Ak = f(x,mx) U {X}) —
f(x, 110%))

Figura 3.3: Algoritmo B Probabilistico



102 Métodos de Busqueda Distribuida

en el espacio de 6rdenes, pero en lugar de utilizar el algoritmo B, podriamos utilizar
el algoritmo K2SN. De esta forma podriamos plantear una version probabilistica
de este algoritmo en el mismo sentido del caso anterior, realizando una seleccion
proporcional con probabilidapy una seleccién por maximo con una probabilidad
1— p. Esta versién probabilistica del algoritmo K2SN la podemos ver en la figura
3.4.

K2SN Probabilistico

1. VISITADOS=0y PORVISITAR=VARIABLES.
2. Mientras|PORVISITAR> 0 hacer

(@) Si(q< (1-p)) (qe U[0,1]) Entonces
i. max= —oo
ii. Parai=1hasta|PORVISITARhacer
A. Sea xe PORVISITAR
B. f=K2(x,VISITADOS
C. n(x) = K2(x,VISITADOS
D. Si f(x;, m(x;)) > max entonces
max= f(x;, (X)), X=X,
(b) Si(g> (1— p)) Entonces
i. Parai=1hasta|PORVISITARhacer
A. Sea xe PORVISITAR
B. f=K2(x,VISITADOS
C. n(x) = K2(x,VISITADOS
D. probfij=f (x, (%))
ii. Normalizar proby x = SORTEARprob), x= xs
(c) VISITADOS=VISITADOS) {x}
(d) PORVISITAR= PORVISITAR {x}

Figura 3.4: Algoritmo K2SN Probabilistico
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3.2.2 Un modelo de colaboracién inspirado en los Algoritmos
Genéticos paralelos. El Modelo de Islas

Una técnica de coordinacion mas elaborada y menos global que la anterior, e ins-
pirada en una estrategia de colaboracion de los algoritmos Genéticos paralelos es
la denominada modelo de Islas, proveniente de conceptos de la teoria de la evolu-
cion. En este modelo la poblacién esta subdividida en subpoblaciones que viven en
areas independientes y directamente no accesibles unas de otras, denominadas is-
las. La interaccién entre estas subpoblaciones se realiza mediante migraciones entre
miembros de islas, que deciden viajar entre islas comunicadas bajo una topologia
de comunicaciones entre ellas normalmente prefijada; esta topologia nos dira qué
islas son accesibles desde cierta isla en cada instante de tiempo y los individuos
de una determinada isla s6lo pueden viajar a una isla vecina determinada por esta
topologia.

La principal propiedad de este modelo es que su convergencia parece ser mas
rapida que el equivalente no distribuido. Ademéas es un modelo que se presta a una
directa y simple distribucién entre los procesadores disponibles. Algunos autores
han utilizado este modelo para distribuir procesos de blsqueda, por ejemplo Laursen
[101] utiliza este modelo para proponer una método de estrategia de division para
una busqueda “simulated annealing distribuida”.

Las cuestiones principales a resolver en este modelo de islas son el esquema de
migracion entre islas, esto es, decidir cuando se realizan las migraciones, cémo y
qué individuos migran entre islas y elegir entre los nuevos y viejos individuos en
unaisla determinada. Estas reglas son dependientes del problemay se deben ajustar
para un problema especifico.

Nosotros ahora vamos a proponer una adaptacion de este modelo de islas para
realizar una busqueda en entorno variable distribuida con una coordinacion basada
en este modelo. Vamos a suponer que tenemos en cada procesador una poblacion de
hindividuos, cada uno de ellos puede ser visto como un estado inicial para empezar
a realizar una busqueda en entorno variable de forma paralela, y cada una de ellas
alcanzara un estado final cuando se determine que se deben coordinar las basquedas
entre todos los procesadores. Esta fase de coordinacion se puede realizar de varias
formas, nosotros hemos decidido coordinar las busquedas de igual forma que en el
esquema anterior, esto es, cuando se termine de realizar la bausqueda con el maximo
fijado de vecindad, es decir, cuando realizamos una iteracion del VNS para cada
individuo de nuestra poblacién. Fijémonos que entonces cada procesador puede ser
visto como una isla en el modelo descrito previamente.

Una vez alcanzados los estados finales para cada individuo de todos los proce-
sadores disponibles, entonces se iniciard una fase de migracion entre procesadores
(islas) vecinos. Se deben elegir los individuos que han de migrar y una vez realizada
la migracién entre procesadores se debe seleccionar entre los individuos (viejos y
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nuevos) para de nuevo terteindividuos como estado inicial de esta nueva pobla-
cion. Entonces el algoritmo procedera de la siguiente forma:

a) Todos los procesadores realizan una iteracion (interna) del VNS, utilizando
sush individuos como estados iniciales de la busqueda.

b) Dependiendo de la topologia de comunicacién elegida, emparejamos cada
procesador con sus procesadores vecinos y hacemos migrar a un namero de
individuos de un procesador a otro.

c) Seleccionamos en cada procesddiodividuos, entre los viejos y los nuevos
gue acaban de migrar a éste.

d) De nuevo realizamos una nueva iteracion (interna) del VNS, hasta que alguna
condicion de parada prefijada se cumpla.

Este algoritmo se puede ver como un hibrido entre Algoritmos Genéticos y BUs-
gueda en Entorno Variable: entre las fases de coordinacion (busquedas independien-
tes) se realizan busquedas VNS y en la fase de coordinacion se puede ver como un
algoritmo genético. La cuestion ahora es como realizar la migracion entre procesa-
doresy la seleccion de individuos una vez realizada la migracion. Hemos de fijarnos
también que este modelo descrito, después lo matizaremos més, contiene como ca-
sos particulares los modelos de coordinacién que hemos estudiado al principio de la
seccion.

Como comentamos mas arriba, no hay normas generales y universales para ele-
gir el esquema de migracion y seleccion méas adecuado para todo tipo de problemas,
asi como una topologia de comunicaciones.

Para elegir una topologia de comunicaciones se puede optar por varias opciones:
Una topologia en anillo, es estrella, (hiper)cubo, etc. Estas topologias pueden ser
estaticas (no varian durante la ejecucion del algoritmo) o pueden ser dinamicas.
Para nuestras pruebas, hemos elegido una topologia en anillo, esto es, el procesador
0 realiza una migracion de individuos al procesador 1, éste a su vez realizara una
migracion de individuos al procesador 2, asi hasta que el Ultimo procesador realizara
una migracion al procesador primero 0. En general tendremos que los procesadores
se comunicaran con el siguiente patrér: (i + 1)modn, siendon el nimero de
procesadores disponibles. Un ejemplo con 4 procesadores se muestra en la figura
3.5.

Ahora debemos decidir tanto el esquema de migracién como de seleccion que
vamos a seguir para nuestro algoritmo. Las opciones que se pueden seguir para
realizar el esquema de migracion, una vez elegido la isla vecina donde vamos a
migrar, pueden ser:

e Poner losj mejores individuos en la isla vecina.
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Figura3.5: Esquema del Algoritmo VNS Distribuido - Busquedas Coordinadas Mo-
delo de Islas

e Poner solo el mejor individuo.

e Poner todos los individuos.

En nuestro caso vamos a elegir la Ultima opcion, es decir, copiamos toda la
poblacionh del procesador al procesadofi + 1)modn, asi temporalmente este
ultimo procesador tieneh2individuos en su poblacién. La justificacion de esta
eleccién es que nuestro problema es tan complejo que no podemos iterar muchas
veces el proceso, con lo cual mediante esta eleccion aseguramos en poca iteraciones
gue todos los mejores individuos estén presentes en todos los procesadores. De esta
forma dirigimos el proceso de busqueda hacia las zonas mas prometedoras en pocas
iteraciones.

Ahora cada procesador debe seleccidriadividuos entre todos los individuos,

(2h), para mantener su poblacién. Como podemos imaginar existen multiples op-
ciones para realizar esta Ultima operacién de seleccién:

e Seleccion inspirada en el paradigma de los algoritmos Genéticos (seleccion
genética, incluso se podria plantear cruzar y mutar ciertos individuos).

e Seleccion determinista, se seleccionan directamenterfagores individuos.
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e Seleccion totalmente aleatoria.

Teniendo en cuenta la filosofia VNS, quizas la estrategia que se deba elegir es la
de seleccionar directamente logdividuos mejores, esta es la operacion de selec-
cién que hemos elegido. Por la misma razon planteada en la eleccion del esquema
de migracion, en nuestro caso preferimos una rapida convergencia de nuestro algo-
ritmo hacia zonas prometedoras del espacio de blsqueda, ya que como comentamos
no podemos realizar demasiadas iteraciones del proceso.

También hemos de notar que aunque hemos elegido un esquema de migracion
estatico entre los procesadores, al realizar como minimiteraciones del proceso
todos los mejores individuos se mezclaran en todas la islas.

Hemos comentado anteriormente que los esquemas de distribucién planteados
al principio del capitulo pueden ser vistos como un caso particular del modelo de
islas que hemos descrito previamente. Efectivamente si tenemos un solo procesador
conh individuos, es como si tuviésembhdisquedas en entorno variable de forma
independiente, que es el primer esquema planteado. Si tuviésgunosesadores
con un solo individuo en su poblacion, después den iteraciones tendriamos el
esquema planteado en segundo lugar, pues el mejor individuo estaria replicado en
todos los procesadores.

3.3 Aprendizaje Cooperativo y Distribuido de Redes
de Creencia mediante Colonias de Hormigas

El Sistema de Colonias de Hormigas (SCH) [53, 54, 52] se ha transformado en mas
gue una metéafora divertida del comportamiento cooperativo y distribuido de ciertas
clases de hormigas. Aunque la primera version, denominada Sistemas de Hormigas,
s6lo obtuvo pequefias mejoras en los problemas aplicados, recientes desarrollos y
mejoras del anterior sistema han mejorado de largo los primeros resultados obteni-
dos.

La idea subyacente de este sistema es usar una retroalimentacion del sistema,
basada en la analogia natural de ciertas especies de hormigas y algunos otros in-
sectos con comportamiento social, para reforzar aquellas soluciones prometedoras
gue pueden contribuir a mejorar la solucion final del sistema. El sistema de refuer-
zo utilizado es una cantidad de feromona virtual que nos permite memorizar estas
soluciones prometedoras, y a partir de éstas intentar mejorar las soluciones en un
futuro. Desde luego si s6lo permitimos que se refuercen las soluciones mejores,
podemos correr el riesgo de que limitemos tanto nuestro espacio de busqueda que
haga que entremos en una solucion suboptimal. Para evitar esto se introduce una
penalizacion para aquellas soluciones repetidas en exceso mediante lo que se deno-
mina evaporacion de feromona. Esta evaporacion se lleva a cabo cada cierto tiempo,
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con el compromiso entre el comportamiento cooperativo de las hormigas y la pre-
matura convergencia del sistema, esto es, ni el tiempo puede ser demasiado corto ni
demasiado largo, respectivamente.

El comportamiento cooperativo y distribuido en este sistema son conceptos muy
importantes, los algoritmos basados en estas ideas hacen uso de la exploracion si-
multanea de diferentes soluciones por una coleccién de hormigas idénticas. Las
hormigas que realizan bien su trabajo influyen de manera decisiva en el comporta-
miento de futuras hormigas.

3.3.1 El Sistema de Colonias de Hormigas

Los algoritmos de Optimizacion basados en Colonias de Hormigas [54] son sistemas
multi-agente en los que el comportamiento de cada agente (hormiga) esté inspirado
en el comportamiento de las hormigas reales. Estos algoritmos se inspiran en el
proceso seguido por las hormigas para encontrar una ruta minima entre una fuente
de alimento y el nido. Cuando una hormiga pasa por un camino deposita sobre él
una sustancia quimica llamada feromona. Las hormigas usan el rastro de feromona
depositado en los caminos para guiarse. Cuando una hormiga se encuentra en un
cruce y tiene que decidir el camino a tomar, realiza una decision de tipo probabi-
listico en funcién de la cantidad de feromona depositada sobre cada ramificacion.
De este modo, inicialmente todos los caminos son igualmente probables, pero con el
tiempo los caminos mas cortos acaban siendo mas frecuentados y, por tanto, reciben
un aporte de feromona mas alto; mientras que los caminos mas largos dejan de ser
visitados y la feromona que habia en ellos se evapora. Asi, podemos ver como la
solucion final emerge entre la colaboracion de los miembros de la colonia.

Inicialmente los algoritmos SCH fueron usados para resolver problemas de bus-
gueda de caminos en grafos; sin embargo, posteriormente Dorigo y Di Caro [53]
introducen una Metaheuristica basada en colonias de hormigas, valida para resolver
problemas de optimizacién combinatoria que puedan representarse en forma de gra-
fo. Para ilustrar la resolucion de algunos problemas en particular y por la relacion
estrecha entre estos problemas y el problema que queremos resolver, pasaremos a
revisar la aplicacién del SCH al problema del viajante de comercio y al problema
de la asignacion cuadrética.

3.3.1.1 El Sistema de Hormigas para el problema del viajante de comercio

En el problema del viajante de comercio el objetivo es buscar la ruta de minima lon-
gitud que conecta ciudades. Cada ciudad sélo puede visitarse unay sé6lo una vez.
Sead, ; la distancia entre dos ciudadeg j. Estas distancias se pueden represen-

tar mediante un grafo, en donde los nodos del grafo son las ciudades y los enlaces
son las conexiones entre ciudades. La matriz de distancias entre ciudades no tiene
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porque ser simétrica, esto d,g,j #* dj’i, este aspecto es irrelevante en el caso de su
resolucion mediante el sistema de hormigas.

Durante una iteraciéhdel sistema de hormigas cada hormigeonstruye una
ruta completa, empezando por una ciudadlegida de forma aleatoria. Una vez
emplazados en una ciudad concreta, la hormiga debe elegir la siguiente fiudad
aun no visitada aplicando una regla de transicion probabilistica. Para cada hormiga
k la transicion entre las ciudadeg j en una iteraciom del algoritmo depende de
los siguientes aspectos:

e Para cada hormigase define un conjuntd, (i) de ciudades que ain no han
sido visitadas por esta hormiga durante la construccion de su ruta.

e Se define la visibilidad como la inversa de la distancia entre dos ciudades
Nij= 1/di,j. Esta informacion es estrictamente local a cada pareja de ciuda-
desy puede representar una informacion de preferencia para elegir la proxima
ciudad a visitar estando en una determinada ciiidBsdta informacion se uti-
lizara como heuristica en el proceso de construccion de una ruta por parte de
una hormiga. Hemos de notar que esta informacién es de caracter estatico, es
decir, no cambia en ningln momento.

e La cantidad de feromona virtual en una determinada iteracion del algoritmo
t depositada en una conexion entre las ciudade$, que denominaremos
7 j(t). Esta feromona se ira actualizando durante cada iteracion del proceso y
representa la preferencia aprendida por el conjunto de hormigas de transicion

entre las ciudaddsy j.

La regla de transicion define la probabilidad para una horrkiga elegir la
ciudadj estando situada en la ciudadse define como:

p(i,)) = zueJk(i)[Ti.u]a[ni.u]B
0 en otro caso

sij € 3,(i), 52

dondenhj representa la informacion heuristica acerca del probledgiy es el
conjunto de nodos a los que podemos ir desde el mgdque adn no han sido
visitados por la hormigk; finalmentea y 3 son dos pardmetros que representan la
importancia relativa de la feromona con respecto a la informacioén heuristica.

En una segunda versién los autores cambian esta regla de transicion entre los
nodos de forma que se pueda decidir de forma paramétrica cuando se realiza una
mayor explotacién del conocimiento y cuando se realiza una mayor exploracion en
el espacio de busqueda. Ahora el siguiente njoal@isitar se elige como:

j={ AOMPueq iy {[Ti,u] [r’i,u]B} si g < d, (3.3)
J sig> q,.
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dondeqg es un namero aleatorio enf@& 1] y 0 < g, < 1 es el parametro para contro-
lar la explotacion o exploracionl € J, (i) es un nodo seleccionado aleatoriamente
de acuerdo a las probabilidades calculadas usando la ecuacién 3.2 tamarido

En cada iteracion del algoritmo cada hormiga de la colonia construye de forma
progresiva (aplicando la regla anterior 3.3) una solucién al problema. En funcion de
las soluciones obtenidas por las hormigas se actualiza la matriz de feromona:

e Actualizacionglobal Consiste emeforzar la cantidad de feromona en los
arcos que forman parte de la mejor solucién hasta el momé&rto, Esto
favorece la blsqueda en la vecindad de este camino, es decir, la exploracién
es mas dirigida. La regla de actualizacion global de feromona es:

donde(i, j) son las aristas pertenecientes a la solud6np es el parame-
tro que controla la evaporacion de la feromond#ty ; = =+, conC() la

. o cshH
funcién de coste de una solucion.

e Actualizacionlocal: Durante el proceso de construccion de una solucion (se-
cuencia) por parte de una hormigacuando se realiza una transicion desde
el nodoi hasta el nodg se actualiza el nivel de feromona en la arigtg)
aplicando la siguiente expresién:

Ti,j<—(1—p)-ri3j+p-r0 (3.5

donder es la cantidad de feromona inicial de cada arista. Por tanto cada vez
gue una arista es visitada su nivel de feromona disminuye, haciéndola cada
vez menos atractiva. Esta regla de actualizacion local favorece la exploracion
de aristas todavia no visitadas, evitdndose asi una convergencia prematura
hacia un camino comun. Sin la regla de actualizacion local todas las hormigas
se limitarian a buscar en la vecindad del mejor camino encontrado hasta el
momento, evitdndose la posibilidad de que emerjan otras soluciones.

Otras mejoras introducidas por el sistema de colonias de hormigas a los sistemas
previos de hormigas son:

e Usar una lista de candidatos. Se trata de tener una lista de candidatos o nodos
preferidos desde un determinado nadde forma que no sea necesario exa-
minar todos los candidatos &p(i). Solo cuando ya se han visitado todos los
nodos candidatos dese pasa a examinar el resto de nodos.

e Usar un optimizador local. Todas o algunas de las soluciones aportadas por las
hormigas son optimizadas por medio de algun algoritmo de busqueda local.
Esta técnica se ha mostrado especialmente eficaz en problemas de tamafio
grande.
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3.3.1.2 El Sistemade Colonias de Hormigas para el problema de la asignacion
cuadrética

Este problema puede ser definido como sigue: Consideramos un conjunto de activi-
dades que deben ser asignadas a un conjunto ldealizaciones o viceversa. Una
matrizD = [dm‘]n,n, al igual que en el problema del viajante de comercio, representa
las distancias entre las diferentes localizaciones, y una nkatsizf, o caracte-

riza el flujo (transferencia de datos, material, ...) entre la actiidad actividadk.

Una asignacion es una permutacidde{1...n}, donderi(i) es la actividad que ha

sido asignada a la localizaci@rEl problema es encontrar la permutacion 6ptima tal
gue la suma de los productos entre los flujos y actividades sea minimo. Al igual que
el problema del viajante de comercio se quiere establecer un orden entre las varia-
bles del problema, la Unica diferencia es que en este problema si que es importante
tanto el nodo inicial de una permutacién como la ordenacion entre las variables.

En este caso la matriz de feromong cambia su significado. Si bien en el
problema del viajante de comercio, esta matriz representa la feromona virtual depo-
sitada sobre la aris{@, j), esto es, la fuerza relativa aprendida de que la cijaed
la siguiente a la ciudaid en el problema que nos ocupa representa que la actividad
j es asignada en la localizacigren definitiva qué lugares ocupan cada una de las
actividades en la permutacion correspondiente.

El resto de componentes del algoritmo para aplicar el sistema de colonias de
hormigas al problema de la asignacion cuadréatica puede ser el mismo que el ca-
so anterior, excepto qué duda cabe la componente heuristica, que en este caso es
especifica al problema que se quiere resolver.

3.3.1.3 Sistema Hibrido de Hormigas

Gambardellay col. [18, 63] proponen un nuevo sistema de hormigas para optimiza-
cién combinatoriay lo aplican al problema de la asignacién cuadréatica, denominado
Sistema Hibrido de Hormigas, en el cual cambia de forma considerable el esquema
seguido por los algoritmos previos. Las principales novedades son:

e Las hormigas del sistema modifican de forma parcial una solucién, mas que
construir una solucién como en los casos anteriores.

e La matriz de feromona se usa como guia para modificar de forma parcial una
solucién existente, mas que como ayuda para la construccion de una solucién
nueva.

En una fase de inicializacién cada hormigabtiene una permutacién® de
forma aleatoria, esta permutacién es mejorada con una busqueda local parcial que
posteriormente definiremos méas detalladamente. Los valores iniciales de la matriz
de feromonar; ; (con el mismo significado que en el problema de la asignacion
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cuadrética) son asignados al vatge=1/(Q-C(71")), dondert™ es el coste asociado
a la mejor solucién aportada por las hormigas en su fase de inicializacion. Entonces
el sistema consta de tres procedimientos descritos a continuacion:

Modificacion de la Matriz de Feromona. Cada hormig& modifica su permu-
tacién asociada® aplicando un conjunto de intercambios, dondR es un nuevo
parametro del algoritmo: Un indices elegido aleatoriamente enfik. .., n}, en-
tonces posteriormente se elige otro indieéi entre{1,...,n} y se intercambian en

la permutaciémX. La seleccion del indicgse realiza en uno de los dos siguientes
modos: Con probabilidad, j se elige tal Que; ) + T ki) €S maximo, lo que
corresponde a la explotacion del conocimiento memorizado en la feromona. Con
probabilidad(1—q), j es seleccionado con probabilidad:

K Gk T mea)
pt

_ (3.6)
J ZF:lJ;éi(Ti,nka)+Tl,nk(i))

lo que corresponde a la estrategia de exploracion. Estisrcambios generan otra
soluciénTi.

Busqueda Local. La solucién generada en el paso antefibise va a transformar

en otra nueva solucion® mediante una busqueda local. Este procedimiento local
va a examinar todos los posibles intercambios de forma aleatoria y se va a quedar
con el primer intercambio que mejore la solucién inigi&l Entonces esta solucién

asi generada sef (realizamos sélo un intercambio y sélo uno tal que mejore la
solucién inicial). Hemos de notar qu& no tiene por qué ser un 6ptimo local en
una busqueda a no ser que ningun intercambio mejore la solucion inicial.

Actualizacion de la Matriz de Feromona. Cuando todas las hormigas han reali-
zado los dos anteriores pasos, hemos de actualizar la matriz de feromona de forma
similar a como lo realizamos en los anteriores casos o utilizando la siguiente regla
de actualizacion:

TLn(i)(t) —((1-p)- Tiﬂ(i)(t) +p -Ariﬂ(i)(t), 3.7)

dondeATLn(i)(t) =1/C(rr*), si(i,m(i)) € m", y 0 en otro caso. Como en los ante-
riores casos & p < 1 representa el parametro de evaporacion de la feromona.

Este esquema tiene el problema siguiente: como la actualizacion de feromona se
realiza en funcién d€(rm") en una iteracion dada, la distribucién de las nuevas so-
luciones se determina por soluciones pasadas. Cuando una nueva solucién mejora la
actual, ésta se convierte en el nuevo maximo ldgicamente. En general, deben pasar
ciertas iteraciones mas hasta que esta nueva solucion influya en la construccién de
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nuevas soluciones. Es por esta razon que se efectta un procedimiento, denominado
intensificacionque se activa cuando se encuentra una mejor solucion.

Finalmente, para prevenir la caida en un éptimo local, se realiza un procedimien-
to denominaddliversificacién que consiste en volver a actualizar toda la matriz de
feromona a su valor de inicializacidny = 1/(Q-C(rr")) si han pasado méas &
iteraciones sin que se haya producido una mejora en la solucidon maxima actual, y
se reinicia el proceso.

3.3.1.4 Algoritmo General para Optimizacion basado en Colonias de Hormi-
gas

Aunque los métodos desarrollados en las secciones anteriores puedan parecer espe-
cificos a los problemas que resuelven, se puede establecer una metaheuristica para
problemas de optimizacién combinatoria basada en Colonias de Hormigas.

Un sistema basado en colonias de hormigas realiza en gépggéleraciones
con la aplicacién de dos procedimientos basicos:

e Un procedimiento de construccién/modificacion paralela o distribuida de so-
luciones al problema especifico a resolver basada en experiencias previas.

e Una procedimiento de actualizacion de una matriz de feromona virtual en
funcién de las soluciones aportadas por el proceso anterior.

La construccién/modificacion de las soluciones al problema se realiza de for-
ma probabilistica en funciéon de un conocimiento heuristico al problema particular
gue se esta resolviendo y del peso aportado por la feromona virtual (experiencia
acumulada en el proceso).

La actualizaciéon de la matriz de feromona virtual se realiza en funcion de la
calidad de la solucion aportada por una hormiga de la colonia y de un nivel de
evaporacion de éstp,

En funcién de lo comentado en los parrafos anteriores, el sistema de colonias
de hormigas se puede aplicar a cualquier problema de optimizacion combinatoria
siempre y cuando se puedan definir las siguientes caracteristicas en el problema que
se pretende resolver:

e Una representacion del problema adecuada, tal que nos permita incremental-
mente la construccién/modificacion de soluciones al problema, usando una
regla probabilistica de transicién que haga uso de la matriz de feromona y de
una heuristica local apropiada para el problema en cuestién.

¢ Una heuristicaj sobre arcos.

e Un método de satisfaccion de restricciones el cual fuerce la construccion de
un solucién posible.
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e Unaregla de actualizacion de feromona que especifique como se modifica la
cantidad de feromona depositada en cada arco del grafo que representa.

e Una regla de transicion probabilistica en funcion de la heurigtigade la
feromona depositada previamente.

En la figura 3.6 se puede observar un algoritmo general con las consideraciones
previas:

Algoritmo SCH

1. Para cada arcdj, j) inicializar la feromonar; ;(0) = 1,

2. Parat= 1 hasta thax hacer

(a) Para k=1 hasta m hacer

i. Construir una solucién al problemakg) aplicando la regla de
transicion probabilistica definida para el problema en funcién de
la matriz de feromona y de la heuristica local al problema.

(b) Para k=1 hasta m hacer

i. Calcular el costo asociado para cada soluciorf(€ para cada
S¢(t) construida por cada hormiga k

(c) Si el coste de alguna solucion mejora la actual entonces actualizarla

(d) Para cada arcq(i, j) actualizar la feromona aplicando la regla de ac-
tualizacion de feromona definida para el problema

Figura 3.6: Algoritmo General de un Sistema de Colonias de Hormigas

3.3.2 Aprendizaje de Redes de Creencia mediante Colonias de
Hormigas en el espacio de Ordenes

En esta subseccion del capitulo vamos a adaptar el método de colonias de hormi-
gas utilizado en el problema del viajante de comercio para resolver el problema de
aprender un red de creencia en el espacio de 6rdenes. En primer lugar hemos de de-
finir la componente heuristica principal de los esquemas anteriormente estudiados
para la aportacion del conocimiento especifico a nuestro problema.

Hemos visto que la heuristica K2SN [48] para la obtencién de una secuencia de
ordenacion entre las variables es una heuristica eficiente y, a tenor de los resultados
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presentados en el capitulo anterior, la red que ofrece como resultado es bastante
aceptable, sobre todo teniendo en cuenta la poca informacion que requiere. Nuestra
intencion es utilizar esta heuristica como la componente heuristica para el sistema
de colonias de hormigas.

Sin embargo, hemos de tener en cuenta que, mientras la informacion heuristica
en general es estéatica para los problemas presentados previamente, es decir, no varia
durante la ejecucion, en nuestro caso la heuristica que utilizamos es dinamica. Asi,
por ejemplo en el problema del viajante de comercio, la distancia desde la ciudad
i hasta la ciudad no cambia con el tiempo; en la heuristica K2SN el valor del
paso del nodao hasta el nodg dependera de los nodos que preceden al rjpdo
pues de ellos obtendra su conjunto de padres y por tanto su valor de la medida
descomponible que utilicemos(x;, 71(X;)), conm(x;) € Predecesores en el orden.

Es por ello que cada hormidedel sistema realiza una basqueda K2SN, pero esta
vez también teniendo en cuenta la feromona depositada en la arista correspondiente.

A continuacién vamos a detallar cada una de las componentes necesarias para el
modelado de nuestro sistema de colonias de hormigas.

e En primer lugar hemos de plantear la representacion de nuestro problema
en forma de grafo. Si bien esto puede parecer facil dado que nuestra red
buscada es un grafo, recordaremos que nuestro espacio de blsqueda es el
de las secuencias de ordenacioén entre las variables. En nuestro problema, el
grafo en el que buscaremos las soluciones sera un grafo completo definido
sobre todas las variables de la red, ya que al ser el espacio de busqueda el
conjunto de permutaciones posibles, el paso de un hadoualquier nodo
j debe estar permitido. Hay que resaltar también que nuestro problema es
asimeétrico, en el sentido de que no es lo mismo, en general, ir desde el nodo
i hasta el nodg que viceversa.

Para iniciar la matriz de feromona usaremos el mismo criterio que el pro-
puesto para el problema del viajante de comercio por Dorigo y col. [53]; es

. _ l - . .z
decirty = A5 donden es el numero de variableSy ,g €s la solucion
obtenida por la heuristica K2SNG(S,,) €s el valor de la medida de la
solucion anterior.

e En el problema del viajante de comercio la componente heuristica (llamada
visibilidad) se definié como la inversa de la distangjg, = % En nuestro
caso, teniendo en cuenta que es una maximizacion de la mEditamal-
mente vamos a utilizar no la maximizacion de la verosimilR(B®|G) si no
la maximizacion de la log-verosimilitud |6 D|G), con lo que el resulta-
do def sera negativo, es por ello que nosotros utilizaremos como medida
Nij= WM coni(x;) en los predecesores en la secuencia de variables,

todo ello calculado por la heuristica K2SN.
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e Usar una lista de candidatos en el problema del viajante de comercio no es
problema porque la informacion heuristica, como hemos comentado previa-
mente, es estatica; por tanto, en cada momento se tenddiciadades mas
cercanas al nodoen esta lista de candidatos y no supondrd realizar ningun
calculo adicional. Por otra parte es evidente que para problemas de gran ta-
mafio es bastante interesante mantener esta lista desde el punto de vista com-
putacional. En nuestro problema, mantener esta lista de candidatos seria de
un coste computacional elevado, y no merece la pena porque obterér los
nodos mas cercanos a un nddsupondria realizar los mismos célculos que
en el caso de no mantener dicha lista, esto es, tendriamos que calcular todos
los restantes para quedarnos con los mejores. Sin embargo, si que podemos
hacer estética la informacion que nos ofrece la heuristica K2SN con la que
inicializamos el proceso y suponer que los méas cercanos a un isoddos
siguientes nodos en esta secuencia de inicializacion. Por consiguiente, para
nosotros mantener una lista decandidatos seria quedarse con ¢bso-
dos siguientes en la ordenacioén de partida que nos ofrece la inicializacion del
proceso. La justificacion de esta eleccion es naturalmente desde el punto de
vista computacional y siempre podremos partir de que esta lista es la total.
De todas formas hemos de tener en cuenta que la secuencia de partida es lo
suficientemente buena como para realizar esta suposicion en la eleccion de la
lista de candidatos.

e Otro aspecto importante y diferente al problema del viajante de comercio, es
la eleccién del nodo de partida. En el problema del viajante de comercio el
punto de inicio es indiferente para el resultado o previamente es prefijado en
el problema. En nuestro caso, la eleccién de primer nodo es muy importante,
ya que deberemos de elegir un nodo como primero de la secuencia que sea
un nodo raiz. Una forma de eleccién podria ser al azar, pero parece que una
eleccién mas juiciosa puede ser la eleccion que realice la heuristica K2SN
ponderada (utilizando la regla de transicion) por la feromona en el punto de
partida, esto es, consideraremos el nodo de partida como otro nodo mas aten-
diendoar_,;yn_,;, siendad el nodo inicial. Esto no supone almacenamien-
to extra en la matriz de feromona, ya que podemos utilizar para almacenar la
feromona en el nodo de partida la diagonal de la matriz.

e Las reglas de actualizacion de feromona global y local son las mismas que en
el problema de viajante de comercio (ecuaciones 3.4 y 3.5), donde de nuevo
(i,]) son las aristas pertenecientes a la mejor solucién encor@ragaes el
parametro que controla la evaporacion de la feromorAH,iX = @ con
f(-) la medida utilizada en nuestro problema.

e Por Ultimo, como procedimiento de optimizacion local, escogeremos de for-
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ma natural el algoritmo propuesto en el capitulo anterior HCSN [49].

Una vez descritas las componentes basicas del algoritmo y teniendo en cuenta
la metaheuristica descrita en la figura 3.6, la componente que hemos de especificar
en mas detalle es cdmo construiria una solucién una hormiga en nuestro caso, en la
figura 3.7 especificamos con méas detalle este punto.

Hibridacion con el espacio de grafos dirigidos aciclicos. En el anterior esquema
tenemos todos los ingredientes necesarios para poder aplicar la metaheuristica del
Sistema de Colonias de Hormigas al problema del aprendizaje de redes de creencia
en el espacio de 6rdenes, este espacio de busqueda es casi el mismo que se aplicaba
al problema del viajante de comercio. Sin embargo, hay un punto en nuestra adap-
tacion al problema que puede limitar la eficacia de la busqueda mediante el Sistema
de Colonias de Hormigas. Si observamos de nuevo el algoritmo de la figura 3.7, la
forma de buscar los padres de un determinado rpde entre todos los predeceso-
res {/1SITADOSen la secuencia de ordenacion es de forma determinista utilizando
para ello una heuristica totalmente greedy. Asi nos enfrentamos de alguna manera a
la filosofia introducida en la metaheuristica que estamos aplicando, en el sentido de
que la evolucion de esta busqueda no se maneje de forma similar a como se hace en
el espacio de ordenes.

Nuestra propuesta es mantener una segunda matriz de fer@dnoumearepre-
sente la estructura grafica de un grafo dirigido aciclico y de esta forma ponderar la
aparicién de los arcos — X en las soluciones que van construyendo las hormigas
en cada iteracién. De esta forma, en cada iteracién una hormiga va a buscar los pa-
dres de un determinado noglg en la secuencia que va construyendo, de entre sus
predecesored/(SITADOS, pero esta vez aplicando una regla de transicion proba-
bilistica en funcién de la matriz de feromodaue posteriormente especificaremos
con mas detalle.

La regla de actualizaciéon de esta nueva matriz de feromona para las estructuras
es similar a las presentadas anteriormente salvo un nuevo matiz en la regla de actua-
lizacion global: La regla de actualizacion local de la feromona seré la siguiente:

8 —(1-p)8;+p & (3.8)

donded, sera la misma inicializacion aplicada para la matriz de feromona de se-
cuenciast,.
La regla de actualizacion global de la matriz de feromdisara:

g (1=p)-§;+p-AC (3.9

dondeAC™ = 1/|f(x;, 7(X;))| si y solo si existe el arcg — x; en la maxima red
obtenidaS§, es decir, reforzamos en la matriz de feromona el &fce x; con el
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Hormiga K2SN

1. VISITADOS=0y PORVISITAR- VARIABLES.
2. anterior=0
3. Mientras|PORVISITAR> 0 hacer

(a) j=anterior
(b) Si(g<qy) (qeU[0,1]) entonces
i. max= —oo
ii. Parai=1hasta|PORVISITARhacer
A. Seaxec PORVISITAR
B. f=K2(x,VISITADOS
C. n(x) =K2(x,VISITADOS
D. Si(tj;=[1/[f(x, m(x))[]P) > max entonces
max= (Tj;+[1/]f (x, 7)) [}, x=%;.
(c) Si(g> qp) entonces
i. Parai=1hasta|PORVISITARhacer
A. Seaxec PORVISITAR
B. f=K2(x,VISITADOS
C. n(x) = K2(x,VISITADOS
D. probil=(1; = [1/|f (%, 7(%))[]®)
ii. Normalizar proby x = SORTEARprob), x = Xs
(d) Aplicar la actualizacion local de feromona con el indice asociado a x y
anterior
(e) Hacer anterior igual al indice asociado a x
(f) VISITADOS=VISITADOS) {x}
(9) PORVISITAR- PORVISITAR {x}

Figura 3.7: Hormiga K2SN
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valor que obtiene su familie; U rt(x;) conx; € i(x;)) en el grafo dirigido aciclico
maximo (recordemos que hemos asumido que tenemos una métrica descomponible,
de todas formas si la métridano fuese descomponible, se podria reforzar la fero-
mona del arco correspondiente con el valor total de la solucién completa, esto es, el
valor de la métrica del grafo dirigido aciclico maximo).

Una vez conocido como se actualiza la feromona de forma global y como se
actualiza la feromona cada vez que se elige un nuevo padie entre sus prede-
cesores para el nodq, necesitamos conocer cOmo realizaremos la seleccién del
conjunto de padres del nodq de entre sus predecesores. Para ello necesitamos
establecer dos componentes:

(&) Una regla de transicién probabilistica que elija el siguiente padre a insertar
para el nodO(J-.

(b) Un criterio de parada para dejar de introducir nuevos padres para el corres-
pondiente nodoxj.

Laregla de transicion probabilistica que vamos a elegir tendrd como componente
principal la siguiente expresion:

[ ;] < [F(x), (%) U{x}) — f(Xja"(Xj))]B

donde dependiendo del parametyp (intensificacion o exploracion) nos quedare-
mos con el maxime; o realizaremos una seleccion proporcional en el sentido de
las ecuaciones 3.2 y 3.3 (posteriormente las detallaremos mas).

El criterio de parada de introducir nuevos padres para un mpderé que ningu-
no de los padres candidatos a introducir den una diferencia positiva. Esto es, vamos
introduciendo padres mientras se vaya mejorando la medida de la familia completa.
En la figura 3.8 podemos observar mas detalladamente este proceso.

En el algoritmo anterior (figura 3.8}i] representa la diferencia entre la me-
dida de introducix; como padre dexj y la medida no introduciéndolo. Teniendo
esto ultimo en cuenta, la regla de transicion probabilistica quedarian de forma mas
detallada como:

, B i
[ aramax, o {18,] x AP S1A= o, (3.10)
J siq> g
dondel es nodo seleccionado aleatoriamente de acuerdo a la siguiente probabilidad:
(8> [Al])P siAli] > 0
P, 1) = q Zuy ausoldu XIAIE ’ (3.11)
0 en otro caso

Hemos de notar que en ambas expresiones no se tienen en cuenta aquellas transi-
ciones que nos de un diferencia negativa, en estos casos simplemente se considerara
una probabilidad de transicion nula.
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Hormiga K2

1. Entradas: X, nodo al que debemos buscarle los padres.
VISITADOS, nodos predecesores en el orderjla X

2. m(x;) =0
3. Parai=1hasta|VISITADOS$hacer:
Ali] = £0x;, ;) U {x}) — F (%), 71(x;))

4. Repetir hasta queA[i] <0, Vi) 6 r(x;) =VISITADOS.

(a) Seleccionar el nodo atendiendo a la regla de transicion probabilistica

descrita en 3.10 y 3.11 del conjunto VISITADOSX )
(b) Si(A[i] > 0) Entoncest(x;) = (x;) U {x}
(c) Parak=1hasta|VISITADOS$hacer:

Six & m(x;) Entonces fk| = f(x;, 71(x;) U{X}) — f (X, 71(X;))
5. Salida:m(x;)

Figura 3.8: Hormiga K2
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3.3.3 Aprendizaje de Redes de Creencia mediante Colonias de
Hormigas en el espacio de Grafos Dirigidos Aciclicos

Parece razonable que si nuestro problema de forma natural es un grafo (dirigido
aciclico), utilicemos esta representacion para la aplicacion de la metaheuristica del
sistema de colonias de hormigas. Es por ello que en esta subseccién nos planteare-
mos cdmo podemos adaptar el sistema de colonias de hormigas, para el aprendizaje
de redes de creencia basado en el espacio de grafos dirigidos aciclicos.

Ya hemos comentado en la subseccion 3.3.1.4 que el sistema de colonias de
hormigas se puede aplicar a cualquier problema de optimizacion combinatoria si
podemos definir:

e Una representacion del problema adecuada. La representacion que elegimos
de forma natural sera la de un grafo dirigido aciclico, componente de las redes
de creencia que estamos buscando. De esta forma incrementalmente iremos
eligiendo arcos entre las variables que perteneceran a la solucién aportada por
cada hormiga de la colonia. De esta forma, tal como teniamos en la subsec-
cién anterior, tendremos una matriz de feromémgue pondera la fuerza de
cada arco dependiendo de su bondad en la aparicion de las distintas soluciones
aportadas por las hormigas.

e Una heuristicay sobre arcos. En este caso la heuristica que se utilizara sera
la de ir introduciendo aquellos arcos que mejoren nuestra medida. Esto es, se
elegira el arco tal que resulta una mayor diferencia en la expresion:

f (3, T0) U{x;}) — f(x, 11(%))

e Un método de satisfaccion de restricciones el cual fuerce la construccién de
un solucién posible. En este caso serd doble: Por un lado tendremos que
identificar, una vez introducido un nuevo arco a nuestra solucion, aquellos
arcos que al introducirlos creen ciclos dirigidos, para en posteriores etapas
no tenerlos en cuenta. Y por otro lado tendremos que identificar cuando la
introduccion de un arco no mejora nuestra medida, esto es, la diferencia no es
positiva en la expresion anterior para ningln arco no introducido previamente.

e Unaregla de actualizacion de feromona. En este punto tenemos que especifi-
car tanto la inicializacion de la matriz de feromaha en donde utilizaremos
el mismo criterio que el de anterior cagh; = &, = 1/n|C(S¢,gy)|- Las re-
glas de actualizacion global y local de la feromona seran las mismas que la
utilizadas en las expresiones 3.9y 3.8.

¢ Unaregla de transicion probabilistica. En este caso elegiremos las ecuaciones
3.2y 3.3.
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Hormiga B

1. Etapa de Inicializacion:

(a) Parai=1hastan hacerm(x;) =0
(b) Parai= 1y j=1hastan hacer:
Si (I 7& J) Entonces Av ]] = f(Xi7X'> - f(XI,@)

2. Etapa lterativa:

(a) Repetir hasta quei,j (Afi,j] <00 A, ] = —).

i. Seleccionar un par de indices i y j atendiendo a la regla de transi-
cion probabilistica descrita en 3.12y 3.13

ii. Si(Ali, ] > 0) Entonces(x;) = 1(x;) U {x; }

ii. Ali,j]=—o0
iv. Parax, € Ancestrogx;) y x, € Descendientés;) U {x} hacer:
Ala,b] = —co.

v. Para k=1 hasta n hacer:
Si (Ali,k] > —o) Entonces Ak = f(x,m(x) U {x}) —
f (%, 11(x))

Figura 3.9: Hormiga B
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Teniendo en cuenta estas consideraciones, la hormiga que construye el grafo aci-
clico solucion sera la representada en la figura 3.9. Este algoritmo es el algoritmo B
[23], en donde la forma de elegir el arco que se introduce en cada etapa se hace con
arreglo a una determinada regla de transicién probabilistica, en lugar de elegir siem-
pre el que mayor mejora produce en la métrica utilizada, ademés de por supuesto
tener en cuenta la ponderacion de la experiencia acumulada en las iteraciones pre-
vias en la matriz de feromona. En este algoritmo, al igual que el algoritmo de la
figura 3.3, la matriZ[i, j], representa una matriz de adyacencias en donde guarda-
mos las diferencias entre la medida con los padres delxosola actual etapa con
la inclusion en el conjunto de padres del ntxgi(y la medida con los actuales padres
1(x;) sin la inclusion del noda;. En este caso identificamos la inclusion de ciclos
dirigidos en la actual solucion con la asignacion a esta matriz del vabpesto se
hace en cada etapa buscando los ancestros y los descendientes de un determinado
nodox; en el actual grafo que tenemos como solucion parcial.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, la ecuacion que utilizaremos
como regla de transicién probabilistica quedara de la siguiente forma:

ij= argmaxh,u / Alh,u>0 {[5h,u] X [A[h, UHB} siq< o> (3.12)
J sig>q.

dondeJ es un nodo seleccionado aleatoriamente de acuerdo a la siguiente probabi-
lidad:

(8,1 [A, i1

pk('? ]) = zu.h / A[h,u]>0[6h$u] X [A[hvuﬂp
0 en otro caso

siAli, j] >0, (3.13)

Hemos de notar que en ambas expresiones no se tienen en cuenta aquellas transi-
ciones que nos de un diferencia negativa, en estos casos simplemente se considerara
una probabilidad de transicion nula.

3.4 Un Sistema Distribuido Hibrido entre la Busque-
da VNS y el El Sistema de Colonias de Hormigas

A nuestro parecer, lo mas importante que aporta el Sistema de Colonias de Hormi-
gas, es la utilizacién de un conocimiento heuristico especifico al problema junto con
una busqueda probabilistica que resume las experiencias pasadas durante la visita
de diferentes “buenas” soluciones a nuestro problema.

Por otra parte hemos constatado durante las pruebas realizadas, que en el proceso
de busqueda de redes de creencia, las estructuras de redes con un buen valor de la
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meétrica utilizada, en nuestro caso la métrica K2, normalmente tienen mas partes en
comun que dispares (este tipo de situaciones es muy evidente en dominios como
ALARM). Es por ello que parece razonable que estas partes comunes que aparecen
repetidas veces en redes de alta calidad tengan una mayor probabilidad de aparecer
también en el 6ptimo global buscado.

También hemos observado que el proceso de busqueda VNS obtiene durante su
ejecucion bastantes buenos 6ptimos locales, esto es, redes de alta calidad sin que
sea el 6ptimo finalmente alcanzado por el proceso, pero como hemos comentado en
el parrafo anterior estos 6ptimos locales normalmente tienen bastante de comun en
cuanto a la estructura obtenida.

Una forma de acumular estas buenas soluciones tal que influyan en las poste-
riores busquedas es ponderar los atributos de éstas, tal como lo hace el Sistema de
Colonias de Hormigas mediante el refuerzo de la matriz de feromona, de tal for-
ma que aquellas partes que sean mas comunes tengan una mayor probabilidad de
aparecer en soluciones posteriores.

Nuestra propuesta seria hibridar una busqueda local con diferentes inicios, tal
como se hace mediante un VNS distribuido, con el sistema de colonias de hormi-
gas. Si observamos el esquema de distribucion del VNS planteado en la figura 3.2,
afladiéndole el esquema de inicializacion planteado en la subseccién 3.2.1, pode-
mos pensar en dotar a este esquema de una matriz de feramoea el mismo
sentido que tiene en el sistema de colonias de hormigas, de tal forma que las bue-
nas soluciones, optimos locales, que se obtengan por cada uno de los procesadores
involucrados en las busquedas se refuercen en esta matriz. Una vez reforzadas to-
das estas soluciones en la matriz de feromona y teniendo en cuenta las hormigas
disefiadas en la seccién anterior (figuras 3.7, 3.8 y 3.9), podemos utilizar éstas para
generar las nuevas soluciones iniciales en la siguiente iteracién de las busquedas
distribuidas. El esquema planteado se puede observar en la figura 3.10.

La cuestion principal ahora es como manejar la matriz de feromona, esto es,
cuando se realiza el refuerzo/evaporacion de la feromona, qué soluciones reforza-
ran feromona atendiendo a su valor de la métrica utilizada, qué esquema de re-
fuerzo/evaporacion de feromona vamos a seguir. A continuacion plantearemos la
solucion seguida por nosotros.

En cuanto a las dos primeras cuestiones planteadas en un principio, podemos
pensar actualizar el nivel de feromona cada vez que se alcance un 6ptimo local en
el esquema VNS en funcion de su valor con respecto a los datos. Sin embargo he-
mos de notar que, por la forma de proceder del esquema VNS, es muy habitual que
alcancemos varias veces el mismo 6ptimo local, este es el caso cuando mediante
un determinado cambio de vecindad no podemos alcanzar otros 6ptimos locales y
seguimos atrapados en el mismo “valle”. Teniendo en cuenta lo que acabamos de
comentar, vamos a proponer actualizar el nivel de feromona cuando alcancemos un
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Figura 3.10: Esquema del Algoritmo VNS Distribuido - Busqueda Hibrida

nuevo 6ptimo local que mejore el actual, en cada uno de los procesadores, de esta
manera recogemos todos los maximos locales nuevos que cada busqueda distribuida
del VNS va recorriendo a lo largo de su ejecucion. Asi mismo, también, propone-
mos actualizar el nivel de feromona una vez generada la siguiente poblacion para la
iteracion posterior con el mejor individuo que tengamos hasta este momento. De es-
ta forma ponderaremos con una mayor fuerza la mejor solucién que tengamos para
gue influya en las generaciones posteriores.

El esquema que proponemos seguir para la actualizacion de la feromona una vez
gue hayamos conseguido un nuevo maximo local es el mismo que se propone en el
primer sistema de colonias de hormigas propuesto por Dorigo y col. [54]

Gijt) = (1=p) - 5;(t) +p-A7 (1), (3.14)

dondeAr; ;(t) = 1/[f(S")|, y x, — X; es un arco en el grafo que actualiza el nivel

de feromona, esto es, el grafo maximo local nuevo, y 0 en otro caso. Como en los
anteriores casos9 p < 1 representa el parametro de evaporacion de la feromona.
Hemos de notar que la evaporacion de la feromona se efectla en aquellos arcos
gue no aparecen en la solucién que actualiza la feromona, al poner eﬁvg}c{)’r)

igual a 0. Fijémonos que de esta forma aquellos arcos que son comunes a una gran
mayoria de soluciones que actualizan feromona tendran un alto nivel de ésta y por
consiguiente tendran una mayor probabilidad de aparecer en las soluciones iniciales
posteriores, como por otra parte buscabamos al principio de la seccion. Por dltimo



3.5. Experimentacién y Conclusiones 125

notar que este esquema es adaptable tanto al problema de aprendizaje de redes de
creencia en el espacio de grafos dirigidos aciclicos como en el espacio de secuencias
de ordenacion entre las variables.

3.5 Experimentacion y Conclusiones

En esta seccién vamos a presentar la experimentacion realizada en el aprendizaje de
las mismas bases de datos utilizadas en el capitulo anterior (seccion 2.5), excepto la
base de datos del dominio ALARM para los 10000 primeros casos. Con respecto a
este Ultima base de datos, hemos podido comprobar en los experimentos del capitulo
anterior que su comportamiento es muy similar a la base de datos formada por los
3000 primeros casos.

De nuevo resumiremos en forma de tablas los resultados obtenidos, y asi podre-
mos analizarlos y extraer de ellos una serie de conclusiones acerca del comporta-
miento de los diferentes algoritmos utilizados.

3.5.1 Descripcion de los experimentos

Para realizar un estudio empirico del comportamiento de los algoritmos propuestos
en este capitulo, hemos seguido el mismo procedimiento descrito en la subseccion
2.5.1 del capitulo anterior. Esto quiere decir que hemos utilizado los mismos do-
minios, las mismas bases de datos (excepto ALARM-10000) y hemos extraido los
mismos parametros en las ejecuciones de los algoritmos.

La diferencia estriba en que en este caso la inicializacién de los algoritmos se
realiza, en el caso de los algoritmos VNS distribuidos, con los procedimientos des-
critos en la subseccion 3.2.1y en los demas casos el procedimiento se inicializa con
la heuristica correspondiente.

También, al igual que en el capitulo anterior, se han ejecutado 10 veces los algo-
ritmos para cada una de las bases de datos utilizadas.

3.5.2 Andlisis de los resultados

Los resultados de las ejecuciones de los diferentes algoritmos planteados a lo largo
de esta capitulo se pueden observar en las diferentes tablas. Al igual que en el
capitulo anterior, compararemos los resultados en cada caso, ademas de comparar
estos resultados con los resultados obtenidos en el capitulo anterior, cuando sea
posible.

Analisis de los algoritmos VNS distribuidos (DVNS). Modelo de islas. En este
caso, hemos realizado experimentos tan s6lo con el modelo de islas, por ser éste el
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gue esperamos nos ofrezca mejores resultados. Para este caso hemos ejecutado el
algoritmo distribuido DVNS, tanto en el espacio de grafos dirigidos aciclicos como
en el espacio de 6rdenes, con la topologia descrita en las seccion 3.2.2. En el espacio
de GDAs hemos considerado 4 procesadores y 2 individuos por procesador. En este
caso hemos utilizado un esquema VNSST con los siguientes paramefps: 7,

Kstep= 5 Y kmax igual al niamero de variables en el dominio en cada caso. En el
espacio de 6rdenes hemos utilizado 2 procesadores y 2 individuos por procesador.
Los parametros utilizados en el esquema VNSSN son lo mismos que utilizamos en
los experimentos del capitulo anterior. En todos los casos hemos considerado un
namero maximo de iteraciones de 4, utilizando el mismo criterio de parada que para
los casos del capitulo anterior.

Analisis para el dominio ALARM - 300CEl algoritmo DVNSST obtiene el me-
jor individuo encontrado por nosotrds-1440129) en la gran mayoria de las 10
ejecuciones realizadas en los experimentos. Esto afirmacion la demuestra la baja
desviacion estandaoj obtenida en estos experimentos (tabla 3.1). Con respec-
to al algoritmo VNSST (capitulo 2), hemos de decir que se mejoran los resultados
obtenidos en comparacién con el algoritmo VNSST con los mismos parametros em-
pleados en los experimentos del algoritmo distribuido, esté& gs~ 7, Kstep= 5
y kmax= 37 (obsérvese la tabla 2.12). También, practicamente se igualan los resul-
tados obtenidos por el algoritmo VNSST con los parametgs= 1, Ksiep= 1Yy
kmax= 37 en las tres inicializaciones comprobadas (obsérvese la tabla 2.11).

En cuanto a la eficiencia del algoritmo DVNSST empleado en los experimentos,
vamos a compararlo con el método VNSST para los paramigffns= 1, Kstep= 1
Y kmax= 37, por ser similares sus resultados. En primer lugar hemos de observar
que el algoritmo DVNSST seria del orden de 2 veces mas fegte el algoritmo
VNSST, si ejecutaramos el primero de forma secuencial. Si suponemos que tene-
mos un computador MIMD con memoria compartida [82] con 8 procesadores y una
arquitectura SMP (symmetric multiprocessors), entonces podriamos tener hasta una
aceleracion (speedup) tedrica de 8, esto es, la velocidad de la ejecucién secuencial
del algoritmo se veria dividida por un factor de 8, aunque es bien conocido que préac-
ticamente es inalcanzable para la mayoria de tipos de aplicacion. De todas formas
hemos de notar que para que las dos versiones comparadas aqui se igualaran, prac-
ticamente, en el tiempo de ejecucion deberiamos obtener una aceleracion del orden
de 2.2 Ciertamente esta aceleracion es muy pobre, sobre todo teniendo en cuenta el

2Si nos fijamos en la tabla 3.1y en la tabla 2.11 en el estadistico EStEv y en el estadistico NVars y
realizamos la aproximacién del tiempo de ejecucion por la expresion Esi]&_?\éars’ entonces tendre-
mos los tiempos aproximados para las versiones secuenciales de ambas aproximaciones. Calculando esta
expresion nos resulta que la version DVNSST, ejecutada de forma secuencial, es del orden de 2 veces
mas lenta que la version sin distribuir VNSST.

3Ya que, como hemos comentado en la nota anterior, el algoritmo DVNSST es del orden de 2 veces
mas lento que VNSST si se ejecutara el primero de forma secuencial.
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tipo de aplicacion que tenemos para estos casos, en donde lo que se hace fundamen-
talmente es blsqueda e insercion de datos en la memoria de la maquina, lo cual hace
gue sean faciles de resolver los problemas de sincronizacion y coherencia de datos
para cada uno de los procesadores. Por todo ello, podemos conjeturar que la version
distribuida empleada en estos experimentos sera bastante mas rapida que la version
no distribuida empleada en el capitulo anterior. Este andlisis de eficiencia también
es extensible al espacio de 6rdenes, aunque en este caso la aceleracion tedrica es de
4, por consiguiente en este caso no habra tanta disminucion de tiempo como en el
anterior caso.

En cuanto al espacio de 6rdenes (DVNSSN, tabla 3.2) hemos de decir que los
resultados son bastantes parecidos al del espacio de estructuras y que mejoran nota-
blemente los resultados obtenidos en la version no distribuida del capitulo anterior
(tabla 2.16) en todas las inicializaciones probadas.

DVNSST ALARM-3000

u o Mejor
K2 -14401,35 0,18 -14401,29
KL 9,231 0,001 9,231
A 1,90 0,30 2
B 1,00 0,00 1
I 0,00 0,00 0
It 31,60 4,74
Ind 11,35E06 28,11E05
EstEv 66908,20  4511,06
TEst 11,95E06 10,96E05
NVars 4,59 0,03

Tabla 3.1: Resultados ALARM 3000 - Algoritmo DVNSST. Modelo de islas 4 x 2

Analisis para el dominio INSURANCPara la blisqueda en el espacio de estructu-
ras (véase la tabla 3.3), el resultado ofrecido por la version distribuida en el dominio
INSURANCE mejora substancialmente el resultado ofrecido por la version no dis-
tribuida (en media para las dos primeras inicializaciones -EMP y K2SN-, obsérvese
la tabla 2.15) y en cuanto a la eficiencia podemos destacar que la version distribuida
evalla una cantidad pequefia mas de estadisticos, con lo que siguiendo el andlisis
efectuado para el dominio ALARM, podemos conjeturar que en este caso la version
distribuida ser& todavia mas eficiente que la no distribuida para este dominio. De
todas formas este dato no es sorprendente, ya que en este caso hemos utilizado un
esquema VNS con unos parametrog;( = 7, Ksiep= 5) que hacen que se realicen

un numero menor de iteraciones en comparacion con el algoritmo VNSST y los
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DVNSSN ALARM-3000

u o Mejor
K2 -14402,29 1,92 -14401,29
KL 9,230 0,002 9,231
A 1,90 0,54 2
B 1,10 0,30 1
I 0,00 0,00 0
It 10,70 7,20
Ind 40,23E04 15,26E04
EstEv 81105,20 11644,94
TEst 10,82E07 34,54E06
NVars 4,81 0,07

Tabla 3.2: Resultados ALARM 3000 - Algoritmo DVNSSN. Modelo de islas 2 x 2

parametros empleados en el capitulo anterior.

En cuanto al espacio de 6rdenes (véase la tabla 3.4), hemos de destacar el exce-
lente resultado ofrecido por el algoritmo DVNSSN para este dominio, destacando
tanto la media como el mejor individuo encontrado por nosotros. Hemos de recor-
dar que para este dominio la heuristica K2SN se comportaba especialmente mal y
por consiguiente las inicializaciones de los individuos, para este caso, no son bue-
nos puntos de partidas ya que estas inicializaciones estaban basadas en una version
probabilistica de la heuristica K2SN (véase la figura 3.4), lo que nos hace pensar
gue el método propuesto es bastante robusto. Ademas, por esta misma razén, se ha
de realizar un nUmero mayor de iteraciones hasta encontrar el maximo. En cuanto
a la eficiencia, este algoritmo sigue la misma ténica que en los casos anteriores, es
decir, se evalilan muchos mas estadisticos, con lo que sera menos eficiente que la
blusqueda en el espacio de estructuras, aunque esta version distribuida sera al menos
tan rapida como su correspondiente versidn no distribuida.

Analisis de los algoritmos DVNS. Hibridacién con colonias de hormigas. En

este caso nos hemos centrado en el espacio de estructuras para realizar nuestros
experimentos. Tanto en la tabla 3.5 como en la tabla 3.6 podemos observar los
resultados obtenidos, para los parametros indicados al pie de cada tabla, tanto en
el dominio ALARM como en el dominio INSURANCE. En el dominio ALARM
practicamente se llega al mismo resultado que con el algoritmo DVNSST, se evalGan
un namero ligeramente menor de estadistiopse llega en un nimero menor de

4Si bien los parametros utilizados para las iteraciones del VNS nos lleva a pensar que esto es ldgico,
pues normalmente se realizaran un nimero menor de iteraciones, hemos de notar que en el calculo de



3.5. Experimentacién y Conclusiones

129

DVNSST INSURANCE

u o Mejor
K2 -57833,55 22,13 -57773,43
KL 8,450 0,034 8,408
A 6,03 3,83 2
B 9,37 2,11 8
I 5,87 4,98 1
It 20,27 5,92
Ind 33,57E05 93,79E04
EstEv 26602,33  2917,77
TEst 32,62E05 55,77E04
NVars 4,85 0,06

Tabla 3.3: Resultados INSURANCE - Algoritmo DVNSST. Modelo de islas 4 x 2

DVNSSN INSURANCE
u o Mejor

K2 -57794,14 27,78 -57763,07
KL 8,453 0,033 8,487
A 2,67 1,35 3
B 8,07 0,36 8
I 1,00 1,32 2
It 43,00 22,39

Ind 10,00E05 69,95E04

EstEv 85154,90  9201,27

TEst 17,29E07 82,22E06

NVars 4,83 0,04

Tabla 3.4: Resultados INSURANCE - Algoritmo DVNSSN. Modelo de islas 2 x 2
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iteraciones a encontrar el maximo.

En el dominio INSURANCE, se mejoran los resultados ofrecidos por el algorit-
mo DVNSST. El resto de parametros significativos practicamente se mantienen en
el mismo orden.

En ambos casos es interesante resaltar que hemos observado que durante el pro-
ceso de generacion de una nueva poblacion por parte de las hormigas frecuentemen-
te, sobre todo en la primeras iteraciones, se encuentran nuevos optimos locales que
después, normalmente, la iteracion correspondiente VNS se encarga de mejorar.

DVNSSTACO ALARM - 3000

u g Mejor
K2 -14401,35 0,13 -14401,29
KL 9,231 0,000 9,231
A 2,20 0,40 2
B 1,00 0,00 1
I 0,00 0,00 0
It 22,70 5,83
Ind 30,17E05 24,85E04
EstEv 41550,20  2211,75
TEst 63,94E05 50,78E04
NVars 4,37 0,05

Tabla 3.5: Resultados ALARM 3000 - Algoritmo DVNSST. Hibridacion con colonias
de hormigas. 8 procesadores. (p = 0.4,8 = 2.0,q, = 0.8). (VNSST
kmin =5, kstep: 5, Kmax= 20)-

Analisis de los Sistemas de Colonias de Hormigas Estos algoritmos los hemos
referenciado como ACO-K2SN para el espacio de érdenes y ACO-B para el espacio
de estructuras. Para los experimentos utilizados en este apartado hemos utilizado los
siguientes parametrgs= 0.4, B = 2.0, g, = 0.8, 10 hormigas y 100 iteraciones.

En el caso del espacio de érdenes no hemos limitado de ningiin modo la lista de
candidatos, esto es, en cada momento se comprueban todos los nodos restantes no
introducidos previamente en la secuencia parcial que tengamos durante su construc-
cion. No hemos realizado unas pruebas sistematicas para ajustar estos parametros,
sino que hemos elegido éstos por parecer razonables y normalmente del mismo or-
den que los utilizados para la optimizacion de otro tipo de problemas [69]. Ademas

estadisticos estan contabilizados los necesitados por las hormigas para la inicializacion de la siguiente
poblacion.
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DVNSSTACO INSURANCE

u o Mejor
K2 -57824,42 35,42 -57763,07
KL 8,449 0,035 8,487
A 5,70 3,67 3
B 9,48 1,97 8
I 5,67 5,42 2
It 21,67 7,23
Ind 14,42E05 12,99E04
EstEv 24471,26 1793,54
TEst 31,21E05 26,67E04
NVars 4,73 0,04

Tabla 3.6: Resultados INSURANCE - Algoritmo DVNSST. Hibridacién con colonias
de hormigas. 8 procesadores. (p =0.4,8 = 2.0,q, = 0.8). (VNSST
kmin = 5, kstep: 57 kmaX: 20)

hemos utilizado este conjunto de parametros para los dos dominios, ALARM e IN-
SURANCE.

Debido a la complejidad de la busqueda, sélo hemos utilizado un procedimiento
de busqueda local, HCST y HCSN respectivamente en el espacio de estructuras y
de 6rdenes, en la Ultima iteracién, donde utilizamos las soluciones construidas por
todas las hormigas como puntos de inicio de las busquedas locales. En el caso de la
busqueda local en el espacio de 6rdenes, no hemos restringido de ningin modo el
parametra (radio).

Ademas de los parametros mostrados en las anteriores tablas del resto de ex-
perimentos, hemos introducido un nuevo parametro (K2noHC) en donde podemos
comprobar las soluciones aportadas por los sistemas de colonias de hormigas antes
de utilizar las busquedas locales descritas en el parrafo anterior.

Por dltimo hemos de decir que hemos realizado algunas pruebas para el SHC en
el espacio de 6rdenes hibridando éste con el espacio de grafos dirigidos aciclicos,
como describiamos al final de la subseccion 3.2.2, pero los resultados obtenidos
no son nada buenos. Es por ello que no los hemos reflejado en tablas durante esta
seccion.

Analisis para el dominio ALARM-300CEn ambos casos, tanto en el espacio de
estructuras (véase la tabla 3.8), como en el de 6rdenes (véase la tabla 3.7), se llega
a una buena solucion, sin embargo son levemente peores que las obtenidas por el
resto de los algoritmos de este capitulo.
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Centrandonos en el espacio de estructuras, hemos de notar que la aportacion de
la busqueda local en la dltima iteracion mejora ligeramente los resultados y no en
todos los casos, esto ultimo lo pone de manifiesto el nUmero de iteraciones (parame-
tro it, en media) hasta alcanzar el 6ptimo, el cual es de 87,1, menor que el nimero
de iteraciones realizadas, 100. También es de destacar el nimero de estadisticos
evaluados, por ser éstos menores que para el algoritmo DVNSST y practicamente
similares para el caso del algoritmo DVNSSTACO, esto quiere decir que en este
caso se reutilizan de una forma mas adecuada los célculos realizados en etapas an-
teriores del algoritmo, al igual que en el algoritmo DVNSSTACO.

En cuanto al espacio de 6rdenes, hemos de destacar la gran aportacion de la
busqueda local en el proceso de busqueda, obsérvense los parametros K2noHC e
it en la tabla 3.7, ya que el resultado antes de iniciar el proceso local de busqueda
es bastante pobre y siempre se obtiene el 6ptimo encontrado en la Gltima iteracion.
Si bien lo comentado anteriormente es cierto, hemos de notar que la aportacion del
SCH, en este caso, es la de encontrar buenos puntos de inicio para una busqueda
local posterior. EI nimero de estadisticos evaluados en este caso, contabilizando los
efectuados por las busquedas locales, es bastante parecido al nimero de éstos en el
algoritmo DVNSSN.

SCH - Ordenes ALARM - 3000

u o Mejor
K2 -14404,07 3,28 -14401,29
KL 9,228 0,003 9,231
A 2,20 0,60 2
B 1,40 0,49 1
| 0,00 0,00 0
It 100,00 0,00
K2noHC -14462,46 14,09
EstEv 89154,80 8099,94
TEst 58,88E06 51,65E05
NVars 4,97 0,08

Tabla 3.7: Resultados ALARM 3000 - Algoritmo ACO-K2SN.

Analisis para el dominio INSURANCIEEN el espacio de érdenes (véase la tabla
3.9) hemos de notar que de nuevo la aportacion de la blsqueda local es fundamental
para mejorar los resultados aportados por las hormigas. Si bien el resultado para las
métricas K2 y KL son un poco peores que para el resto de los casos, hemos de notar
que en cuanto al nimero de arcos mal colocados con respecto a la red original tiene
un comportamiento bastante aceptable.
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SCH - Estructura ALARM - 3000

u o Mejor
K2 -14406,06 4,54 -14401,29
KL 9,231 0,003 9,231
A 3,30 1,79 2
B 1,10 0,30 1
| 1,70 1,90 0
It 87,10 20,68
K2noHC -14407,32 5,01
EstEv 43349,60 953,87
TEst 64,76E05 11,67E04
NVars 4,43 0,02

Tabla 3.8: Resultados ALARM-3000 - Algoritmo ACO-B.

En cuanto al espacio de estructuras (véase la tabla 3.10) hemos de comentar que,
si exceptuamos el comportamiento del algoritmo DVNSSN (espacio de 6rdenes),
este algoritmo nos ofrece los mejores resultados para este dominio. De nuevo se
pone de manifiesto la leve aportacion de la busqueda local en este caso. El nimero
de estadisticos evaluados es del orden de los calculados para los casos anteriores
para el mismo dominio y el mismo espacio de busqueda.

SCH - Ordenes INSURANCE

u g Mejor
K2 -57849,40 36,46 -57772,65
KL 8,444 0,036 8,485
A 4,57 2,64 2
B 9,60 1,56 8
I 2,80 2,81 1
It 100,00 0,00
K2noHC -58420,39 138,12
EstEv 74169,53 3769,06
TEst 37,27E06 27,68E05
NVars 4,89 0,03

Tabla 3.9: Resultados INSURANCE - Algoritmo ACO-K2SN.



134 Métodos de Busqueda Distribuida

SCH - Estructura INSURANCE

u o Mejor
K2 -57807,81 36,68 -57763,07
KL 8,450 0,036 8,487
A 3,60 1,99 3
B 8,50 1,34 8
| 2,43 2,09 2
It 80,20 21,57
K2noHC -57811,04 37,27
EstEv 28738,77 882,93
TEst 38,19E05 33,44E03
NVars 4,35 0,02

Tabla 3.10: Resultados INSURANCE - Algoritmo ACO-B.



Capitulo 4

Aprendizaje de Relaciones
Temporales en Redes de
Creencia Dinamicas

4.1 Introduccion

Nuestro objetivo en este capitulo es aprender de forma automatica a partir de datos el
conjuntoE'™P(k) de relaciones temporales de una red de creencia dinamica (RCD),
supuesto que tenemos conocidas las estructuras para cada periodo d&,t®fkpo
En primer lugar hemos de plantear el problema que queremos resolver. Supone-
mos que tenemos bien definidas las estructuras en los periodos de Gékypen-
tonces tan solo nos planteamos aprender la estructura correspondigkik @ 1),
para ello nos centramos en aprender el conjunto de arcos tempoFaRsk + 1).
Resolver este problema es interesante por varias razones:

e Podemos tener conocidas las estructuras correspondientes a los periodos de
tiempok elicitadas por un experto. Hemos notado que a menudo en apli-
caciones reales las estructuras correspondien®&)jade una RCD tienen
muy pocas relaciones, enlaces no temporales, incluso ninguna relacién. Por
consiguiente, estas estructuras pueden ser faciles de obtener a priori.

e Podemos utilizar un algoritmo de aprendizaje automatico de redes de creencia
estaticas para aprender la estructura que modela cada periodo de kigmpo
a partir de esta salida aprender el modelo evolutivo con los algoritmos que
desarrollaremos en este capitulo. Esta forma de proceder la plantearemos en
el siguiente capitulo.

135
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En esta seccion vamos a estudiar diferentes algoritmos para aprender a partir de
bases de datos de casos el modelo de transicién de una red de creencia dinamica,
para ello dividiremos estos algoritmos en algoritmos basados en métricas mas una
busqueda de optimizacién y algoritmos basados en tests de independencia condicio-
nal.

4.2 Definicion formal del problema del aprendizaje
de relaciones temporales

Definiremos de una manera méas formal el problema que pretendemos resolver a

lo largo de este capitulo. Suponemos que queremos aprender una red de creencia
dinamica markoviana y estacionaria y que para ello tenemos una base de datos de
casos:

D={v(0)},...,v(O)™v(DL,. .. ,v(D)™. .. .v(n—1)i .. v(n—1™

de m casos, donde(k)' representa una instanciacion de las variable¥ dg en
el casoi-ésimo de la base de datBs También vamos a suponer que conocemos
las estructura&(k) para todos los instantes de tiempo, esto es, desd® hasta
k =n—1. Entonces el problema que queremos resolver es encontrar de forma auto-
matica el conjunto de relaciones tempord&8P(k). Dadas las premisas de las cua-
les partimos para resolver nuestro problema, nos podremos centrar en aprender de
forma automatica el conjunto de relaciones temporal¥(k) para cualquiera de
las parejas de periodos de tiempo consecutivos que se pueden formar en nuestra base
de datos. Esto quiere decir que nosotros elegiremos a priori dos periodos de tiem-
po consecutivos cualesquigkay k+ 1 y restringiremos (proyectaremos) nuestras
observaciones e a las instanciaciones concretas de estos dos periodos de tiempo
consecutivos, esto es, pdda= {v(k)!,...,v(k\™ v(k+1)!,...,v(k+1)™}. En de-
finitiva, nos centraremos en aprender el modelo de transicion de una red de creencia
dindmica.

Si el modelo de red de creencia dinamica que queremos aprender es estacionario
y markoviano, en el sentido expresado en el capitulo 1, hemos de notar que se puede
demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1 Sea una RCD markoviana y estacionaria, y sean dos periodos de
tiempo consecutivos cualesquierdk® + 1), entonces si se cumple para algin
subconjunto &V que Kx;(k),x (k+1)|S), entonces podremos encontrar un sub-
conjunto $tal que se siga cumpliend@X; (k),x (k+1)[S) y S CV (k. k+1).
DemostraciénConsecuencia directa de que la RCD es markoviana, edtd/ék—
1),V(k+1)|V(K)).
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Por otra parte, como hemos supuesto que la RCD es estacionariay que se repiten
las estructura&(k,k + 1) para todok, podemos estar seguros de que si encontra-
mos una relacion de independenigie, (k),x (k+1)[S) y S €V (k,k+1), entonces
ésta se mantendra en todos los intervalos de tiempo. A partir de estas consideracio-
nes, podemos realizar el aprendizaje del modelo de transicion de una RCD tan solo
centrandonos en cualesquiera dos periodos de tiempo conseduwyikos 1. Esto
también implicara de una forma directa que todos los negds tendran el mismo
conjunto de padres en todos los periodos de tiekapo

4.3 Algoritmos locales basados en optimizacién de mé-
tricas

En esta seccion estudiaremos algoritmos que se fundamentan principalmente en la
basqueda local de la estructura del modelo de transicién de una red de creencia
dindmica basados en la optimizacion de una medida de bondad en el ajuste 0 mé-
trica. Para ello, hemos de suponer que tenemos definida una métrica o funcion
f(G(k,k+1) : D). Estos algoritmos fundamentalmente consistiran en buscar el
mejor conjunto de padres para cada n@g@&+ 1), conocido el conjunto de padres

en su propio intervalo de tiempg,, , (% (k+ 1)) y atendiendo a la métrica elegida
para el aprendizaje.

En primer lugar plantearemos un algoritmo, basado en el algoritmo K2, en don-
de la métrica elegida sea una funcion descomponible. Ademas estudiaremos otro
algoritmo que se fundamenta en otra métrica basada en las medidas de discrepancia
entre las relaciones de independencia condicional expresadas en la red candidata
y éstas mismas, medidas en nuestra base de datos de casos; para ello se utiliza la
medida de entropia de Kullback-Leibler. Este tltimo algoritmo sera una adaptacion
del algoritmo BENEDICT para resolver el problema del aprendizaje de relaciones
temporales.

Estos algoritmos utilizardn como método de busqueda una heuristica local greedy
(hill-climbing) para plantearse en cada momento el arco que al introducirlo en la ac-
tual red mejora la medida que en cada caso se utiliza.

4.3.1 Algoritmo TeReK2

Este algoritmo se basa en la optimizacién de una medida descomponible como cri-
terio de bondad en el ajuste. La idea principal en que se basa es en la busqueda de la
estructura del modelo evolutivo de la red de creencia dindmica que mejor concuer-
de con una base de datos de casos, para ello utilizaremos una busqueda local en el
espacio de los posibles arcos temporales del modelo.
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Si tenemos una media descomponib(&(k,k+ 1) : D’) y si tenemos especi-
ficado un orden causal entre las variables del modelo, al igual que describimos en
el capitulo 2, entonces el problema de busqueda se podria definir como: Encontrar
i (% (k+1))*, tal que seaigual a:

arg max, 1) f (4 (k+ 1), [ 1 (4 (k+ 1)U (x(k+1))] : D) (4.2)

para todox;(k+ 1) € V(k+ 1). Esto quiere decir que el problema consistira en
encontrar el mejor conjunto de padrggx;(k-+1))* en el periodo de tiempo anterior
k, para cada nodg, (k+1). En primer lugar hemos de notar que el orden causal
entre las variables es conocido en nuestro problema, ya que por una parte tenemos
especificada la estructu(k), y que por consiguiente se puede extraer un orden
topoldgico entre las variables dgk), y por otro lado conocemos que todas las
variablesx; (k) € V (k) son menores que cualquier variable\dg + 1) debido a
su orden temporal natural. Por tanto es posible encontrar los posibles paéires en
relaciones temporales, para cada variable+ 1) de forma independiente, esto es,
podremos maximizar cada familia por separado, ya que el encontrar un padre en
k para una determinada variablgk + 1) no introduce ninguna restriccion para la
busqueda del resto de conjunto de padres de cada varia¥lgken

Nosotros vamos a abordar esta basqueda desde el punto de vista heuristico, uti-
lizando para ello una busqueda local. Para realizar esta busqueda local es necesario
especificar la vecindad utilizada, esto es, definir la vecindad del conjunto de padres
de una determinada variabkgk + 1). Esta definicion es bastante sencilla. Sera
definida por la posible introduccion de un nodo\) como padre de;(k+1)
gue previamente no haya sido introducido, esto es:

A (5(k+ 1)) = {6 (kD) U x5 (9}, ¥, (k) € V() \ T (k+1)) |
(4.2
Teniendo en cuenta las definiciones anteriores el algoritmo de busqueda plan-
teado procedera como sigue: En primer lugar tomara de partida los padres de un
nodox; (k+ 1) en su propio intervalo de tiempo, esto &, ,(x(k+1)). En cada
paso del algoritmo se afiade el padr&/¢k) cuya inclusion incremente mas la me-
dida utilizada de la estructura resultante. Cuando la adicion de un padre no pueda
incrementar esta medida, se dejan de afiadir nodos al conjunto de padres.
Las entradas al algoritmo son:el cardinal del conjunto de nodos ¢k + 1)
y una base de datd® que contienen casos, proyeccion dé sobre los periodos
de tiempdk y k+ 1. Como salida obtendremos el conjunto de padres de cada nodo
X (k+1).
Enlafigura 4.1 podemos observar el pseudocédigo correspondiente al algoritmo
gue hemos descrito en el parrafo anterior.
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Algoritmo TeReK2

1. Parai= 1 hasta n hacer

(@) m(x(k+1) =m_ ,(x(k+1))
(b) Ok=True
(€) Py = f(x(k+1),m(x(k+1):D)
(d) Mientras Ok hacer
. x;(k)=arg MAX (010 (e 1)) | (% (k+ 1), [1(x (k+ 1)) U{x,(K)}] : D)

i, Prew= (>q(k+ 1), [n(>q(k+ 1)) U{xj(k)}} : D')
iii. Si Phew> P4 Entonces
Poid = Phew

m(x;(k+1)) = m(x (k+ 1)) U{x; (k) }
iv. En caso contrario Ok= false

Figura 4.1: Algoritmo TeReK2

4.3.2 Algoritmo TeReBenedict

Este algoritmo se basa en el algoritmo BENEDICT que describiamos en el capitulo
1. En concreto se basara en la version denominada BENEDICT-step. Este algoritmo
utiliza una heuristica de blsqueda similar en muchos aspectos a la heuristica utili-
zada en el algoritmo K2. En ambos se presupone un orden causal entre las variables
y también ambos optimizan siguiendo este orden el conjunto de padres para cada
variable del problema en cuestién. Las diferencias fundamentales entre ambos son:
Por una lado el algoritmo BENEDICT utiliza tests de independencia condicional,
sin coste computacional extra, para limitar el espacio de busqueda en cada paso del
algoritmo. Y por otro lado las métricas en que se fundamentan ambas busquedas
son diferentes. En general, la métrica en la que se basa el algoritmo BENEDICT no
es una medida descomponible.

BENEDICT se basa en una medida de discrepancia entre las independencias
condicionales que expresan la estructura grafica de una red de creencia y éstas mis-
mas estimadas a través de la base de datos de casos.

El algoritmo busca una red de creencia candidata tal que la medida de discre-
pancia definida sea minima, cuando alcancemos este minimo entonces ofrece como
resultado la red de creencia candidata con la que se ha alcanzado este minimo. Para
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medir la discrepancia entre la red candidata y la base de datos de casos se utiliza la
medida de entropia de KD(X,Y|Z).

P(xyl2)

D(X.Y|Z) =Y P(xy, Z)logw

X,¥hz

La discrepancia total entre el grafo de la red candidata y la base de datos de
casos se mide entonces por:

f(G:D) = > D%, %154 (%,%;))

%<LXj /% Emx;)

donde<, es un orden entre las variables previamente establécyds, (%,X;) es
el subconjunto minimo d-separador para las variazlolle;sxj en el grafo de la red
candidata.

Una vez recordado el funcionamiento del algoritmo BENEDICT, podemos ver
gue la adaptacion para el aprendizaje de relaciones temporales en una red de creen-
cia dinamica es directa. Para su adaptacién hemos de notar, como en los algorit-
mos anteriores, que en el caso que nos ocupa las variables sobre las que vamos
a trabajar estan ordenadas de forma natural debido a su orden temporal, es decir,
% (k) € V(k) <x;(k+1) € V(k+1), ademas de poder obtener un orden ancestral
entre los propios nodos dgk). Entonces el algoritmo procederia de la siguiente
forma:

Inicialmente partiremos de un gra@k,k + 1) sin ninguna relacion temporal,
esto esE'™P(k+ 1) = 0. Iniciamos el proceso con el nodg(k+ 1), primero en
el orden topolégico d& (k+ 1) y fijamos los posibles enlaces temporales can-
didatos hacia este nod;(Kk),x; (k+ 1) }vx (k) € V(k), posteriormente medimos
f(G(k,k+ 1) : D) sin introducir ninguna relacion temporal y tomamos esta medida
como minimo actual. Una vez realizada esta inicializacion iremos introduciendo
arcos del conjunto de arcos temporales candidatos que minimizan la nfeelida
cada momento. Al igual que describe Acid [2] se pueden ir realizando tests de in-
dependencia condicional conforme se vaya calculando la medida con la inclusion
de los arcos candidatos, de tal forma que si estimamos independientes dos variables
% (k) y xj(k+ 1) no volveremos a plantearnos la inclusion de este arco temporal en
etapas posteriores del algoritmo. El algoritmo queda descrito en la figura 4.2.

Hemos de notar que al seguir el orden ancestral definido por la estr@tufa
1), conocemos por una proposicion [2] que los conjuntos minimos d-separadores se
encuentran entre la unién de los conjuntos ancestrales de los nodos comprobados.
Por esta razén, si nosotros estamos buscando los padres de un determinado nodo

1El algoritmo BENEDICT puede trabajar, con un poco méas de complejidad, sin establecer un or-
den previo entre las variables, sin embargo para nuestra adaptacion para el aprendizaje de relaciones
temporales no es necesario.
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Algoritmo TeReBenedict

Se fija G= G(k,k+ 1) inicialmente con E"P(k+ 1) = 0.

Se fija un orden topoldgico para las variables dé&kW- 1), empezando por
los nodos raices.

Para i= 1 hasta n hacer

1. Sefija L= {x;j(k) — X% (k+1)} vX;(k) € V(K)
2. f=0
3. Para cada enlace de L hacer
(@) S(xj,%) = Conj. Min. d-separador en G
(b) f=f + D(Xj7Xi|Sd(Xj7Xi))
(€) Sil(x;,%[Sy(X;.%)) Entonces L= L\ {x; — %}
4. Min=f
5. Minimizado = true
6. Mientras L= 0y Minimizado hacer
(a) Minimizado = false
(b) Para cada enlace de L gx—> x;) hacer
i G'=GU{x; —x}
ii. =0
iii. Para cada nodo (k) €V (k) \ g (%) hacer
A. §(X;,%) = Conj. Min. d-separador en G
B. f=f+D(X;,x[S(x.%))
C. Sil(x;,%[S;(x;,%)) Entonces L= L\ {x; — x }
iv. Si f< Min Entonces
Min = f
Minimizado = true
Enlace ={x; — X}
(c) G=GuUEnlace
(d) L=L\Enlace

Figura 4.2: Algoritmo TeReBenedict



142 Aprendizaje de Relaciones Temporales

x;(k+1) y suponiendo que el algoritmo hasta esta etapa ha sido capaz de extraer el
conjunto de padres de cada nodo anterior en el oraetka- 1) de forma correcta,
entonces podemos estar seguros que los conjuntos d-separadores minimales seran
calculados correctamente.

Otra puntualizacion del anterior algoritmo es la siguiente: En el algoritmo BE-
NEDICT para calcular la medid& de una red candidata, se han de sumar todos
y cada uno de los asertos de d-separacién encontrados hasta laétapa que
implican al nodax; en la medida global de discrepancia utilizada, sin embargo en
nuestra adaptacion para el aprendizaje de relaciones temporales que hemos pro-
puesto, s6lo sumamos los asertos de d-separacién entre parejas de jmb)dqs
x(k+1). Este hecho se justifica porque los asertos de d-separacion entre variables
del propio periodo de tiemp¢x;(k+ 1),x;(k+1)|S), dado algtin subconjunts,
son conocidos que realmente son condicionalmente independientes y que por tanto
siempre sumariamos una cantidad constante 0 en la sumatoria global de la medida
f.

Por dltimo indicar que el paso 3 del algoritmo descrito en la figura 4.2 también es
diferente en el algoritmo BENEDICT-step. En este Ultimo caso la inicializacion de
lamedidaf se efectiia con la sumatoria de todos los asertos de d-sepgpagidd),
esto es porque el nuevo norloa insertar en la estructura en un principio no tiene
ningun enlace que lo conecte con los nodos predecesores en el orden. Sin embargo,
en nuestra adaptacion hemos de notar que esto no es asi, pueden existir caminos que
unan el nodo correspondientgk+ 1) con nodo; (k) mediante enlaces temporales
previamente introducidos en etapas anteriores, es por ello que en esta adaptacién se
han de calcular los conjuntos minimos d-separadores para la inicializacion de la
medidaf.

4.4 Algoritmos basados en relaciones de independen-
cia condicional

En esta seccidn nos vamos a plantear una serie de algoritmos de aprendizaje que uti-
lizan tests de independencia condicional para la inclusién o borrado de los arcos que
conforman el modelo evolutivo de la red de creencia dindmica que queremos apren-
der. Para cada uno de estos algoritmos demostraremos su correcto funcionamiento
y tendran en comun que para ello partiremos de la suposicién de que los datos en
nuestra base de datos son datos obtenidos a partir de un modelo de independencias
isomorfo a un grafo dirigido aciclico que representa a una red de creencia dinamica.
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4.4.1 Algoritmo TeRePC

El algoritmo que vamos a presentar a continuacion esta inspirado en su forma de
proceder y en sus fundamentos tedricos en el algoritmo PC. Como vimos en el
capitulo 1, el algoritmo PC es una mejora del algoritmo SGS, ambos desarrollados
por Spirtes, Glymour y Scheines [127].

El algoritmo PC, en el fondo, se fundamenta en la basqueda de posibles separa-
dores de una pareja de nodos que los haga independientes para de esta forma poder
asegurar que en la salida final estos dos nodos no seran adyacentes. La forma de
basqueda de estos posibles separadores, se hace de tal forma que los tests de inde-
pendencia condicional se realicen en orden creciente atendiendo a su complejidad.
La siguiente proposicion nos asegurara el correcto funcionamiento del algoritmo
gue expondremos posteriormente y que denominardeiRsPC

Proposicion 4.2 Si consideramos & k+ 1) como la unién de los dos grafos di-
rigidos aciclicos en dos periodos de tiempo consecutivos en una RCD, podremos
asegurar que (k) € V (k) e y(k+ 1) € V(k+ 1), no son adyacentes si y solo si:

(X(k),y(k+1)[ g (y(k+ 1)) Umg 4 (y(k+1))) (4.3)

Demostracidonla demostracion es clara, teniendo en cuenta que el yiddp 1)
no puede ser un ancestroxi&) enG(k,k+1).

Partiendo de esto y siguiendo el proceso del algoritmo PC, podremos dar un
algoritmo (fig 4.3) que recupere el conjurEd™P(k+ 1) de una red de creencia
dindmica. El algoritmo comenzaré con un gr&anion deG(k) y G(k+1) en
donde para cada variable o vértice@g+ 1) conectaremos un arco desde todos
los nodos d&(k). Procederemos, al igual que PC, de forma que realizamos primero
los tests de independencia condicional de un orden menor, empezando con los de
orden cero, y asi sucesivamente.

Ejemplo 4.1 Veremos un pequefio ejemplo del funcionamiento del algoritmo Te-
RePC. Tenemos el grafo inicial de la figura 4.4 (a).

e Nn=0.
— I (A(k),B(k+1)|0) = Eliminamos Ak) — B(k+1).
— 1(B(k),B(k+1)|0) = Elim. B(k) — B(k+1).
— 1(C(k),B(k+1)|0) = Elim. C(k) — B(k+1).
— 1(D(k),B(k+1)|0) = Elim. D(k) — B(k+1).
e n=1

— I(AK),D(k+1)|C(k+ 1)) = Elim. A(k) — D(k+1).
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Algoritmo TeRePC

1. Formar el grafo G= G(k) UG(k+ 1) UE'™MP(k+ 1).

2. E™P(k+ 1) = {(x(K),y(k+ 1)) /(x(K).y(k+ D) € V(K) x V(k-+ 1)}.
3. n=0

4. Repetir

(a) Repetir
Seleccionar un par ordenado de variablé&xe y(k+ 1) adyacentes en
G tal quemn(y(k+ 1)) \ {x(k)} tenga un cardinal mayor o igual que n,
y seleccionar un subconjunto S éy(k+ 1)) \ {x(k)} de cardinalidad
n. Sil(x(k),y(k+1)|S) eliminar el arco Xk) — y(k+ 1) de G.
Hasta que todos los pares de variables adyacentiesexy(k+ 1) tales
quer(y(k+ 1))\ {x(k)} tengan cardinalidad mayor o igual que ny to-
dos los subconjuntos S dgy(k+ 1)) \ {x(k)} de cardinalidad n hayan
sido comprobados para establecer la independencia.

(b) n=n+1

5. Hasta que el conjunta(y(k+ 1)) \ {x(k)} tenga cardinalidad menor que n,
para cada par de vértices adyacentask),y(k+1)).

Figura 4.3: Algoritmo TeRePC
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G(t) G(t+1)

(a) Red de Creencia Dinamica de partida.

(c) Grafo resultante para n=0.
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(d) Grafo resultante para n=1 (e) Resultado Final.

Figura 4.4: Ejemplo de funcionamiento del Algoritmo TeRePC.
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— 1(B(k),D(k+ 1)|C(k+ 1)) = Elim. B(k) — D(k+ 1).
— 1(C(K),D(k+1)|C(k+1)) = Elim. C(K) — D(k+1).
— 1(D(k),D(k+ 1)|C(k+ 1)) = Elim. D(k) — D(k+ 1).

El resultado del algoritmo para & 0y para n= 1 lo podemos observar en

la figura 4.4(c) y (d).
e N=2.
— I(A(k),A(k+1)|D(k),B(k)) = Elim. A(k) — A(k+1).
— I(A(k),C(k+1)|{D(k),A(k+1))}) = Elim. A(k) — C(k+1).
— I(B(k),C(k+1)|{D(k),A(k+1))}) = Elim. B(k) — C(k+ 1).
— I(C(k),C(k+1)|{D(k),A(k+1))}) = Elim. C(k) — C(k+1).
— I(C(k),A(k+1)|{B(k),D(K)}) = Elim. C(k) — A(k+1).

El resultado del algoritmo para & 2 1o podemos observar en la figura 4.4(e).
Cuando n= 3 el algoritmo se detiene.

4.4.2 Algoritmo de aprendizaje de relaciones temporales basado
en el subconjunto Manto de Markov parcial

En este punto vamos a estudiar otro algoritmo para aprender de forma automatica las
relaciones temporales de una red de creencia dinamica, que se basa en la realizacién
de tests de independencia condicional Unicos entre variables de periodos de tiempo
consecutivos.

La idea basica del algoritmo es realizar test de independencia condicional entre
los nodos dé/(k) y V(k+ 1), estos tests se realizan en el orden ancestral de los
nodos marcado por sus estructu@&) y G(k+ 1). Los tests que se realizan son
Unicos para cada pareja de nodos.

Es bien conocido en la literatura sobre redes de creencia que el conjunto Manto
de Markov(MM) de un nodo es el conjunto formado por la unién de sus padres,
hijos y padres de estos hijos. Ahora definiremos lo que nosotros entendemos como
el conjunto Manto de Markov restringido para un periodo de tiekapo

Definicion 4.1 Dada una RCD y un nodo; k) € V(k), definiremos el Manto de
Markov restringido al periodo de tiempo k, y lo notaremos como¥¥\k) ), como:

MM, (% (k)) = {7,(% () Uhijy (% (k)) U g (hij (% (k)))
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Este subconjunto del conjunto Manto de Markov es el correspondiente a la unién
de los padres de (k) restringidos a su propio intervalo de tiempo, los hijos de esta
misma variable también restringidos a su propio intervalo de tiempo y los padres de
éstos ultimos nodos también restringido a su propio intervalo de tikmpo

En segundo lugar definiremos lo que entendemos como el conjunto Manto de
Markov del nodo i-ésima; (k) € V (k), segiin un orden ancestral p&k), asociado
al nodo j-ésimax; (k+ 1), segin un orden ancestral p&3¢k + 1), de una red de
creencia dindmica. A este conjunto lo vamos a notar cdviid:).

Definicion 4.2 (Manto de Markov ,ij) Definido un orden ancestral para (&) y
también para Gk+ 1), entonces:

MM" = {MM, (x (k) UH" UPH'}

donde HI = {x,(k+1) € V(k+1)|(% (k). %,(k+ 1)) € E™P(k+1) y x,(k+1) <
Xj(k+ 1)}y PH = {xp € m(x,(k-+ 1)) gy (k+ 1) € HU}

En la siguiente figura 4.5, podemos ver un ejemplo de los nodos que pertenecen

al subconjuntdM"I para un nodo.

X\

o ik x<1‘<+1)
\‘/ \‘/ 3 /
G(K) | G(k+1)

Figura 4.5: Ejemplo de Manto de Markov i, j. Los nodos sombreados pertenecen
a este subconjunto

El subconjuntd ™/ son los hijos del nodr (k) en el periodo de tiempo siguiente
k+ 1 que sean menores en el orden al nmp(da(Jr 1) y el subconjuntd®H'} son los
padres en ambos periodos de tiempo de los nhodos del subconjunto anterior.

Es bien conocido que en cualquier red de creencia, todo ratiola red es
condicionalmente independiente del resto de nodos de la red dado el subconjunto
Manto de Markov. Si nos fijamos de nuevo en la figura 4.5, podemos notar que
nosotros no hemos incluido en nuestra definicion de Manto de Markov paicial
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aquellos nodos que, perteneciendo al Manto de Markov total, conocemos que en
los caminos entrg; (k) y X;(k+ 1) que incluyen estos nodos excluidos se forma al
menos un nodo cabeza-cabeza; es por ello que para realizar un hipotético tests de
independencia condicional no sea necesario su inclusion.

A continuacién estableceremos un resultado, que nos da una condicién necesaria
y suficiente para poder determinar si dos nodés e y(k+ 1) son adyacentes 0 no
en unared de creencia dinamica.

Proposicion 4.3 Sea G un grafo dirigido aciclico que define una RCD. Para cua-
lesquiera dos periodos de tiempo k ¥ & consecutivos en G, tenemos que:

3% (K) = %) (k+1) <= =% (k). X; (k+1)|MM")

donde x(k) es el nodo i-ésimo de(X) seguin un orden ancestral pargig y x; (k+
1) es el nodo j-ésimo de(¥+ 1) segiin un orden ancestral pargG+ 1).
DemostracionLa condicidn necesaria es directa teniendo en cuenta que si los no-
dos son adyacentes €nentonces ningun subconjunto es capaz de d-separarlos, en
particular, el conjuntdM™ tampoco.

Demostraremos, ahora la condicion suficiente: Si se(dgk), x; (k+1)|M MDY,
esto quiere decir que existe al menos un camino activo entre ambos nodos dado el
subconjuntaMM®i. Supongamos que este camino no es un arco directo entre los
nodosx; (k) y x;(k+1).

Si el camindC activo es de la forma:

% (K) <= Xs(K) ... x; (k+1)

entonces el camino queda bloqueado al pertenecer ebagkipal conjuntoMM'J
y no ser un nodo cabeza-cabeza.
Si el camincC activo es de la forma:

Xi(k) — Xs(k) — ...Xj(k—l— 1)

entonces el camino queda blogqueado al pertenecer ebngkipal conjuntoMM*}
y no ser un nodo cabeza-cabeza.
Si el camindC activo es de la forma:

% (K) — Xs(K) < xg(K)...x;(K+1)

entonces el camino queda bloqueado al pertenecer tanto ekpdd@omo el nodo
Xy (k) al conjuntaMM’1. Ademas hemos de notar que el nodo siguiente en el camino
axs(k), también pertenece\&(k).

Si el camindC activo es de la forma:

% (K) = Xs(K+1) — Xg ... % (K+1)
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entonces este camino queda bloqueados@i+ 1) < x;(k+ 1), porque entonces
el nodoxs(k+ 1) pertenece al conjuntelM"!. Ahora bien si el nodas(k+ 1) >
Xj(k+1), entonces entres(k+ 1) y x;(k+1), se forma un nodo cabeza-cabeza.
Suponemos el nodo cabeza-cabeza mas cercano al pdpie 1):

X (K) = Xs(k+1) = Xg ... = Xo(K+1) — .. = x;(K+1)

entonces al sets(k+ 1) > x;(k+ 1), tambienxc(k+ 1) > x;(k+1) y por tanto el
camino queda bloqueado porgugk+ 1) ¢ MM"J, a no ser que haya algun des-
cendiente de¢(k+ 1) incluido en este subconjunto, pero esto es imposible porque
estos descendientes también serian mayorez;dke- 1) y tampoco pertenecerian
al subconjuntMM"-!,

Si el camindC activo es de la forma:

%(K) = Xs(k+1) = Xg...%;(k+1)

entonces puede ocurrir igual que el caso anterior que:

Sixs(k+1) <x;(k+1), entonces el camino esta bloqueado, porque tejttot
1) comox pertenecen al subconjunitdM'J.

Sixs(k+1) > xj(k+ 1), entonces el camino esta tambiéen bloqueado, porque
Xs(k+1) ¢ MM"J.

Entonces la Unica forma de activar este camino es siendo éste un arco directo
entre ambos nodosg (k) y x;(k+1). |

Una vez vista la proposicién anterior y teniendo en cuenta la definicion de
MM, entonces podemos plantear un algoritmo en donde organizaremos los tests
de independencia condicional de tal manera que esté bien definido en todo momento
el subconjuntdM’1.

La base del algoritmo que vamos a plantear es la siguiente: Empezamos a reali-
zar tests de independencia condicional dado el subconjunto anteriormente definido
comoMM™"I por nodos raices de las estructu@&) y G(k+1). Hemos de tener
en cuenta entonces que si empezamos por los nodos raices el subchhjlinto
es conocido, y continuaremos realizandolos conforme progresamos en los indices
segun algun orden ancestral para dichas estructuras; si el resultado del test es ne-
gativo entonces colocaremos un arco en el conj&ttP(k+ 1) entre los nodos
comprobados y en caso contrario pasamos a la siguiente etapa del algoritmo, esto
es, pasar a comprobar los nodos siguientes en el orden ancestral definido. Hemos
de notar que si progresamos de esta forma en nuestro algoritmo los arcos que no
conocemos en cada una de las etapas seran aquellos que parten desae (kpdos
mayores en el orden al noag k) comprobado, hacia cualquier nodolde 1, pero
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entonces hemos de notar que los caminos quedan bloqueados por los hijos y pa-
dres dex; (k) (fig. 4.5). Tampoco conocemos los posibles arcos que parten desde el
propiox; (k) hacia nodos mayores en el orden que el nogé+ 1) comprobado,
pero como hemos probado, estos caminos incluyen forzosamente al menos un nodo
cabeza-cabeza que no pertenece al conjitiw’! y por consiguiente al no estar
instanciado estos caminos quedan bloqueados.

A continuacion presentamos el algoritdBT (Aprendizaje de Relaciones Tem-
poraleg. El pseudocédigo correspondiente a este algoritmo lo podemos observar en
la figura 4.6.

Algoritmo ART

Ent: G(k) y G(k+ 1) Ordenados topolégicamente empezando por los nodos rai-
ces.

Sal: E'MP(k+ 1)
1. EM™Pk+1)=0
2. Para j=1 hasta n hacer
(a) Seleccionar el nodojxk+ 1) de Gk+1)

(b) Parai= 1hasta n hacer

i. Seleccionar el nodo, %) de Gk)
ii. Si =l (% (k),x; (k+1)[MM"J) entonces
ji. EMMP(k+1) =E"MP(k+ 1) U{(x(k),x;(k+1))}

Figura 4.6: Algoritmo ART

Ahora podemos pasar a observar el comportamiento del algoritmo mediante un
ejemplo.

Ejemplo 4.2 Suponemos que tenemos la red de creencia dinamica de la figura
4.7, veamos como progresa el algoritmo que anteriormente hemos descrito. En un
principio tenemos que el conjunto de relaciones temporales es el vacio y que la
ordenacion en los nodos degk) y V(k+ 1) es la que aparece en los subindices de
la figura. (x;),i =1,...,5.

Como entrada al algoritmo tenemos que la ordenacién de los nodos es la si-
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G(K) G(k+1)

Figura 4.7: Red de creencia dinamica. Ejemplo del Algoritmo ART.

guiente:
V(K) = {x3(K), X5 (k), X3(K), %4 (K), X5 (K) }
V(k+1) = {X;(K+1),%(k+1),%3(k+ 1), %, (k+1),x5(k+ 1)}

y que: BMP(k+1) =0
Nos centraremos en unos cuantos casos solamente para describir el funciona-
miento del algoritmo, para el resto de casos se proseguiria de igual forma.

e Para(j=1,i=1)
MM (xg (K)) = {x5(k) %,(K). % (K)}.
Por tanto comprobamos six, (K),x; (k4 1)[{X3(k),X,(k),X,(k)}), como po-
demos observar en la figura 4.7, todos los posibles caminos estan bloqueados
por este subconjunto MM(x, (K)).

e Para(j=1,i=2)
MM (x5(K)) = {X4(K), X1 (K) }-
En este caso tendremos que ver (si,(K), X, (k+1)[{x,(Kk),x;(K)}). Si nos
fijamos de nuevo en la estructura de la figura 4.7, podemos observar que si
el arco % (k) — x,(k+ 1) no existiese todos los caminos entre dichos nodos
guedarian bloqueados al igual que en el caso anterior de nuevo por el con-
junto MM"J (x,(k)). Todos los caminos que parten desgékx hacia nodos
propios de su instante de tiempo k quedarian bloqueado$xgk), x; (K)},
sin embargo existe un nodo mas en el conjunto completdM)) que es
X3(k+1) que no podremos incluir porque no sabemos de la existencia del
arco %(k) — x3(k+1); afortunadamente conocemos que los caminos que
llegan de esta forma hacia &+ 1) lo hacen a través de sus descendientes
y por tanto formaria siempre algin nodo cabeza-cabeza no incluido en el
conjunto MM, como ocurre en el ejemplo.
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De esta forma podremos concluir que existe un arco entfie)y x; (k+1).

Siguiendo de igual forma para el resto de casos, al finalizar todas las etapas del
algoritmo recuperaremos todos los arcos temporales de la red de creencia dinamica
del ejemplo.

[ |

Ahora pasaremos a demostrar el correcto funcionamiento del Algoritmo ART
mediante el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Sea G un grafo dirigido aciclico de una RCD y sea P una distribucion
sobre V isomorfa a G, entonces partiendo de dos grafos dirigidos aciclicos que
representan dos periodos de tiempo consecutivids ¢ G(k+ 1) en una RCD el
algoritmo ART, obtiene correctamente el conjuntd"®(k + 1).

Demostraciont.a demostracion del teorema la haremos por induccién sobre el in-
dice]j.

Caso basg = 1.

e Casobasé=1,j=1: En este caso se realiza el test de independencia con-
dicional:

(%1 (K), % (k+ 1) MM ™)

MMLL = MM, (x, (K)) = 75,(%, (K)) U Hi], (%, (K)) U g (Hij (x, (K))), este con-
junto es conocido perfectamente en esta situacion. Asi que aplicando la pro-
posicion 4.3, tendremos que existe el akgok) — x,(k+ 1), si y solo si

=1 (% (K), X, (K+1)|MMLL),

e Paso de inducciérBuponemos ahora que se cumple patdh, j = 1 y pasa-
mos a demostrar que también se cumple para+1, j = 1.

Se realiza el test de independencia condicional:

| (%1.(K), % (k+ 1) MMM )

y MMM = MM, (x,,,(k)), el cual es conocido en esta etapa de forma co-
rrecta, por tanto se sigue de la proposicion 4.3 que existe ekﬂgqc@k) —
X, (k+1), siy solo si=l (%, 1 (K), % (k+ 1)|MMP+L1y,

Paso de inducciérSuponemos que el algoritmo ART recupera de forma correcta
los arcos temporales hagta-|.

Tendremos que demostrarlo ahora ppral 4+ 1. Para ello de nuevo efectuare-
mos otra demostracion por induccién sobre
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e Casobasé=1,j =1+ 1. Entonces se realizara el test de independencia con-
dicional:

1(Xy (K),% 4 (K+ 1)|MMH )

como hasta los nodos menores o igualesxjie+ 1) se conocen todos los
arcos temporales que le llegan desde cualquier rRgét®, entonces se conoce
de forma correcta el conjuntddM!+1 y por tanto se sigue de la proposicion
4.3 que existira el arce, (k) — X, 1(k+1), si'y solo si—l(x;(k),%_ 1 (K+
1)|MM1,I+1)_

e Paso de inducciérEntonces suponemos que se recuperan de forma correcta
los arcos temporales hasta el nogigk) paraj =+ 1. Tendremos que de-
mostrar que recupera de forma correcta el arco tempgral— X _ ,. En este
caso se realiza el test de independencia condicional:

1% 1(K), % 4 (K+ 1) MMM LD

segun la definicién del conjuntdMML!+1 en la etapa considerada del al-
goritmo el conjunto es conocido de forma correcta y por tanto, de nuevo,
aplicando la proposicion 4.3 existira el ang, ; (k) — %, ;(k+1), siy solo

Si 1 (X1 (K),% 4 (K+ 1) MM

4.4.3 Algoritmo de aprendizaje de relaciones temporales basado
en el conjunto minimo d-separador

Aunque el algoritmo ART, descrito en la seccién anterior, tiene un o@er),
siendon el nimero de nodos en un instante de tierkpos tests de independencia
condicional que se realizan pueden ser exponenciales con respecto al nimero de
variables que intervienen en el conjunto sobre el que se condiciona. Seria légico
pensar en mejorar la eficiencia del algoritmo anterior, intentando reducir al maximo
el nimero de variables que intervienen en los tests de independencia condicional,
manteniendo el nimero de tests de independencia condicional que se hacia ante-
riormente en el algoritmo ART. Lo que pretendemos es eliminar en cada etapa del
algoritmo aquellos nodos que sabemos seguro que no intervienen en los caminos
entre los nodos que se comprueban desde el punto de vista de la d-separacion.

La reduccién de los nodos que intervienen en los tests de independencia condi-
cional se basa en el algoritmo para la obtencién del conjunto minimo que d-separa
dos variables. Evidentemente la estructura completa no se conoce y por tanto tendre-
mos que incorporar elementos provisionales para situarnos en el caso peor posible
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en cada etapa del algoritmo y asegurar que los tests de independencia condicional
que se hagan son validos para determinar la existencia o no de los arcos tempora-
les comprobados en cada etapa del algoritmo. Como hemos estudiado en el punto
anterior, de los arcos que no conocemos en un paso del algoritmo ART, sélo influ-
yen un subconjunto de ellos en los tests de independencia. Aprovecharemos esta
circunstancia para colocarnos en la situacion mas desventajosa y suponer que exis-
ten todos los arcos que no conocemos y que influyen en los tests de independencia
condicional que realicemos.

Recientemente se ha desarrollado un algoritmo para encontrar el conjunto mini-
mo de nodos que d-separan en un dag dos nodos cualesquiera [4], éste es utilizado,
por ejemplo, en el algoritmo de aprendizaje de redes de creencia BENEDICT [5, 7].
Nosotros emplearemos este algoritmo para reducir el tamafio del coljivhtg sin
comprometer por ello las garantias que un test basado en dicho subconjunto ofrece
para determinar si un arco temporal existe o no.

Conforme el algoritmo ART progresa podemos conocer que algunos nodos del
conjuntoMM"J no haréan falta considerarlos, ya que no intervienen en ningun ca-
mino que conecta los nodos que comprobamos en la iteracion i-ésima, y en con-
secuencia no influyen, desde el punto de vista de la d-separacion, en los tests de
independencia condicional que realicemos. Esta situacion la podemos ver en el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo 4.3 Consideremos la red de creencia dindmica de la figura 4.8, los arcos
gue aparecen punteados son los que todavia no conocemos.

G(k+1)

Figura 4.8: Podemos observar que desde el nodo A del periodo de tiempo k no
parte ningun arco hacia k+ 1.

Suponemos que estamos en la iteracion en la cual se estan considerando los
nodos k) y C(k+ 1), el algoritmo anterior efectuaria el test de independencia



4.4. Algoritmos basados en relaciones de independencia condicional 155

condicional:
1(C(k),C(k+1)[MM")) = I(C(k),C(k+ 1) {A(k), B(K),D(K)})

Sin embargo podemos observar en la figura 4.8 que en la iteracion i-ésima co-
nocemos que desde el nodgpAno parte ninguna flecha hacia el periodo de tiempo
k+ 1, y que por lo tanto no influye en el test de independencia condicional que rea-
lizamos. Podriamos asegurar la existencia o no del arco tan solo realizando el test
|(C(K),C(k+1)|{B(K).D(K)}).

[ |

Esta reduccion es bastante importante ya que por un lado sabemos que los test
de independencia condicional pueden ser exponenciales con respecto al nimero de
nodos que intervienen en el mismo y por otro lado desde el punto de vista practico
es mas fiable realizar tests de independencia condicional con un niimero menor de
nodos.

Estas situaciones se podrian detectar en el caso de que encontrasemos la no exis-
tencia de un camino entre los nodos que comprobamos, en el caso del ejemplo ante-
rior C(k) y C(k+1), a través de los nodos ancestrales de los mismos. Estos caminos
se pueden detectar con el algoritmo que busca el conjunto minimo d-separador en
la etapa correspondiente. Si aplicasemos dicho algoritmo al ejemplo de la figura
4.8(sin tener en cuenta los arcos desconocidos en ese instante), obtendriamos que el
conjunto minimo d-separador es o bien el nBdk) o bien el nod#\(k+ 1). De esta
forma podremos asegurar que el nédd&) no influye en los tests de independencia
condicional que realicemos en esta etapa.

Ahora bien, si por una parte podemos ver que el nado no tiene un camino
por los nodos ancestros del nod+ 1), de éste ultimo no conocemos todos los
caminos existentes porque pudiera ser que tuviese mas padres desde los descendien-
tes deC(k), como ocurre en el ejemplo anterior. Por tanto si hiciésemos un test de
independencia condicional con el conjunto minimo d-separador en este instante, no
podriamos asegurar la existencia de un arco entre dichos nodos, ya que existe un
camino a través de los descendiente€de. Lo que si sabemos, con certeza en
este instante, es que no habrd mas caminos ancestrale€@oteC(k+ 1) que
incluyan el nodoA(k), por tanto lo podremos excluir de los test de independen-
cia condicional si ningun problema. Como hemos visto en la seccién anterior, los
Unicos caminos que no conocemos y que pueden influir, son los que parten desde
los nodos mayores (en el orden definido @gk)) que el nodaC(k) hacia el nodo
C(k+1). Por consiguiente, para asegurarnos que hacemos los tests de independen-
cia condicional correctos, de forma que aseguraremos la existencia de un arco entre
C(k) y C(k+ 1) podriamos poner estos arcos transitoriamente, en nuestro ejemplo
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pondriamos el arc®(k) — C(k+ 1). Una vez realizada esta operacion bastaria
hacer el calculo del conjunto minimo d-separador entre los n6@dsy C(k+ 1)
y realizar el test de independencia condicional correspondiente con dicho conjunto
calculado.

Una vez descrita de manera informal la idea subyacente del proximo algoritmo
que vamos a estudiar, pasaremos a formalizar éste. Para ello necesitaremos las
siguientes definiciones:

Definicion 4.3 Dado un orden ancestral para(®) y G(k+ 1), definimos los con-
juntos de relaciones temporales dék(X+ 1):

Eifj (k1) = {(xs(k),x; (k+ 1)) [ xs(k) > x;(K)}
Eij (k1) = {(x (k). x; (k+ 1))} U{06,(K),% (k+1)) [ (K+1) > X (k+1)}

El subconjuntdEifj(kJr 1) son todos los posibles arcos temporales que parten
desde nodos mayoresdk) en el orden d&(k) hacia el nodo; (k+1) deG(k+1).
Y el subconjuntoEijj(kJr 1) son todos los posibles arcos temporales que parten
desde cualquier nodo d&(k) hacia nodos mayores que(k+ 1) en el orden en
G(k+ 1) mas el propio arco temporal entre los nosp) y X (k+1).

Definicion 4.4 Definimos el subgrafo de(® k+ 1) aumentado, G; como:

G = (G(k k+1)\E ;) UE]

Este grafdG, ; es el original al cual le borramos los arcos del subconjEri'[E(y
le afiadidos los arcos del subconjuEl;g.

A continuacién establecemos una nueva caracterizacion a partir de las definicio-
nes anteriores del conjunB8™P(k+ 1).

Proposicion 4.4 Sea G un grafo dirigido aciclico que define una RCD, para cua-
lesquiera dos periodos de tiempo k & consecutivos en G, tenemos que:

Ix (k) —x(k+1) € EMP(k+1) (4.9
= (% (K), % (k+ 1)‘Saj>6(k7k+l) (d-separacion en &k, k+1)). (4.5)

donde x(k) es el nodo i-ésimo de(K) seglin un orden ancestral para(ig, x; (k+

1) es el nodo j-ésimo de (¥ + 1) segtin un orden ancestral parake+1) y S, es

el conjunto minimo que d-separgk) de x (k+1) en el grafo G;.

Demostracionla condicién necesaria es directa. Demostraremos ahora la condi-
cion suficiente. Supondremos que se-da; (k), x; (k+ 1)|S&j> y que no existe el
arcox; (k) — x;(k+1).
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G(k+1)

Figura4.9: Ejemplo de grafo G; ; (para los nodos C(k) y B(k+ 1)) para el grafo de
la figura 4.8. Los arcos punteados corresponden al conjunto Efj y el
arco mas claro corresponde al conjunto Eﬁj.

En primer lugar demostraremos que:
V %, (K) > % (K) | %, € Hij (%(k)) 6 x,(k) € i (Hij,(x(k))), entonces estos nodos
X, (K) pertenecen siempre al conjurﬂaj. Bien, en el graftﬁm-, existe un arco
directo entre los nodos, (k) y x;(k+ 1), segn definicion del grafG, ;. Entonces
existen caminos enteg(k) y x; (k+ 1) de la siguiente forma en el grafo aumentado:

% (K) — %, (k) — x;(k+1)

entonces para poder d-separar este camino, forzosamente ha de incllﬂbéaebn
nodox, (K).
Y si el camino es de la forma:

% (K) = %, (K) = Xpp(k) — xj (k+1)

entonces como hemos incluido S@i los nodos,(k), el camino anterior no estaria
blogqueado por el conjunt8';!, a no ser que incluyamos también los nodgﬁk)
en dicho conjunto. Por lo tanto, estos nodos también deben incluirse forzosamente
en el conjunto minimo d-separador.

Si (% (K), x; (K+ 1)\831), entonces existe un cami(no arco directo) entre
% (k) y x;(k+ 1) activado por el conjunts;’.

Si el camindC es de la forma:

X (K) — %, (k) — ...xj(k+1)

entonces, el camin® esta bloqueado porque, como hemos visto en el parrafo ante-
rior, el nodox, (k) pertenece siempre al conjurty’.



158 Aprendizaje de Relaciones Temporales

Si el camindC es de la forma:

% (K) = %, (K) <= x5 (K) ... x; (K+1)
entonces, puede ocurrir dos casos:

e Caso en quexph(k) > x;(k), entonces el caminG queda blogqueado gracias
a que sabemos que el nodgh(k) € S'd’j, segun demostramos en el primer
parrafo.

e Caso en que,,(k) <X (k), entonces el camin® sera de la siguiente forma:

X (K) — %, (K) X0 (K) .. %s(K) = Xy(k+1)...x;(k+ 1)

— Caso en quay(k+1) < x;(k+1), entonces el arcrs(k) — xu(k+1)
también existe en el graféivj, de lo que se sig_ue gue este canthes
de la misma forma e@(k,k+ 1), por lo tantoS;’ d-separa en camino
en ambos grafos.

— Caso en quey(k+1) > x;(k+ 1), entonces erG(k,k+ 1) se forma
algin nodo cabeza-cabezg(k) — X, (k) < X;(K)...xs(k) — xy(k+
1) — ... —>Xc(k+1) — ...Xj(k—l—l)
Situémonos erc(k+ 1) el nodo cabeza-cabeza més cercaxg(k+1).
Entonces el arcgs(k) — xy(k+ 1) no existe en el grafGH, de lo que
podemos seguir que (k+ 1) no podra pertenecer nunca al conjunto mi-
nimo d-separadtﬁgj y por consiguiente el camino quedaria bloqueado.
Tampoco ninguno de sus descendientes puede pertenecer a este conjun-
to minimo d-separador ya quexi(k+ 1) > x;(k+ 1), entonces cual-
quier descendiente suyo también lo serd. Sin embargo puede ocurrir que
xc(k+ 1) pertenezca al conjuniiﬁ'd’j porque haya otro camin®’ que se
bloguee con la inclusion de;(k+ 1), pero de ser asi, no queda mas re-
medio quexc(k+ 1) sea ancestro de (k+ 1)2, de donde obtendriamos
quexc(k+1) < Xj (k+ 1), cosa que contradice nuestra hipotesis ya que
si observamos el camir® x;(k+1) > x;(k+1). Por la misma razon
ninguno de sus hijos puede bloquear ningln otro ca@ino

Si el camindC es de la forma:
X (K) xp(k)...xj(k+ 1)

Entonces al igual que en los casos anteriores tendriamos las siguientes posibili-
dades:

2Hemos de notar que el conjunto minimo d-separador se encuentra entre los anceqt(ﬂo&déz
o los ancestros de; (k), entonces st ¢(k+ 1) bloquea algtin caminG’, entonces ha de ser ancestro de
X (k+1) porque dex; (k) no puede ser nunca ya que no pueden existir arcos detdipe- 1) — x y(k)
enG(k,k-+ 1) en ningin camino.
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e Que el camind fuese de la forma:
X (K) — Xp(K) ... xs(K) = xu(k+1).. -Xj(k+1)

y quexy(k+1) < x;(k+1), siguiendo el mismo razonamiento que el caso
anterior se concluye que los caminos son iguales en ambos grafos y que por
tanto el conjunto minimo d-separador bloquearia el camino en ambos grafos.

e El mismo camindC y quexy(k+1) > x;(k+ 1), al igual que el caso anterior
se concluye que es una situacién en que se forma un nodo cabeza-cabeza que
bloquea el camino al no incluirse ni él ni ninguno de sus descendientes en el
conjunto minimo d-separador.

Si el camindC es de la forma:
%(K) = xu(k+1)...x(K+1) u# j
Entonces al igual que en los casos anteriores tendriamos los siguientes casos:

e Sixy(k+1) <xj(k+1), entonces el camino es el mismo@ck,k+1) y en
G; ; y por tanto el conjuntﬁS'd-fJ bloquea el camino.

e Sixy(k+1) >x;(k+1), entonces el arcy (k) — Xu(k+ 1) no pertenecera al
grafoG,; ;. Y por tanto siguiendo el mismo razonamiento de casos anteriores,
el camino quedaria bloqueado.

El pseudocdédigo del algoritmo que denominaremos FART lo podemos observar
en la figura 4.10

A continuacién pasaremos a ver un ejemplo, en donde compararemos los tests
de independencia condicional que realizan los algoritmos que hemos estudiado an-
teriormente.

Ejemplo 4.4 Tenemos los instantes de tiempo k¥ kde una red de creencia
dindmica que se describe en la siguiente figura.(4.11).

Veamos para algunas etapas de los algoritmos qué tests han de realizar los
algoritmos ART y FART.

o (AKK),AKk+1)).
- ART: I(A(K), A(k+1)[{C(k),B(K)})

- FART: Conecto el resto de nodos de Kk B(k), etc con Ak+1).
S = {C(k),B(k)} = 1{A(k),A(k+1)[{C(k),B(K)})
Desconecto (k), etc de Ak+ 1).
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Algoritmo FART

Ent: G(k) y G(k+ 1) Ordenados topolégicamente a partir de los nodos raices.
Sal: E'MP(k+ 1)

1. E™P(k+1) =0

2. Para j= 1 hasta n hacer

(a) Seleccionar el nodojxk+ 1) de Gk+1)
(b) Parai= 1 hasta n hacer

i. Seleccionar el nodo; ) de G(k)
ii. Calcular S= {x (k) € G(k)/x,(k) > x;(k) }
iii. Conectar con un arco cadaXk) € S con x(k+ 1)
iv. Calcular el conjunto 3 minimo d-separador entre (k) y
Xj(k+1)
V. Si=l (%(k), % (k+1)[S;!) Entonces
E'MP(k+ 1) = E'MP(k+ 1) U {(x; (K),x;(k+1))}
vi. Desconectar cadaxk) € S de x(k+1)

Figura 4.10: Algoritmo FART

G((k) ! G(k+1)

Figura4.11: Ejemplo comparativo entre ART y FART
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e (C(k),A(k+1)).
- ART: =1 (C(k),A(k+ 1)|{A(k),B(k),D(k),E(K)})
- FART: Conecto k), E(k), F (k) con Ak+1).
S;! ={D(k),E(k)} = —I(C(k),A(k+1)[{D(k),E(k)})
Desconecto los anteriores arcos.
E'MP(k4 1) = E'™P(k+ 1) U {(C(k),A(k+ 1))}

e (C(k),B(k+1)).
- ART: I(C(k),B(k+ 1)|{A(k),B(k),D(k),E(K),A(k+1),F (k)})
- FART: 81 = {D(k),E(K)} = 1(C(k),B(k+1)|{D(k),E(k)})

Comprobaremos ahora el correcto funcionamiento del algoritmo FART. Para ello
demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 4.2 Sea G un grafo dirigido aciclico de una RCD y sea P una distribucion
sobre V isomorfa a G, entonces partiendo de dos grafos dirigidos aciclicos que
representan dos periodos de tiempo consecutividg ¢ G(k+ 1) en una RCD el
algoritmo FART , obtiene correctamente el conjuntd"®(k+ 1).

Demostraciént.a demostracion del teorema la realizaremos por induccion sobre el
indice]j.

Caso basg = 1. Para demostrar el caso base realizaremos induccion sobre el indice
i

e Caso basé=1, = 1. En este caso se realiza la comprobacion:

(% (K), %y (k+ 1)[S5Y)

sobre el graf@, ;, entonces conocemos por la proposicion 4.4tug(k) —
¥, (k+1) si'y solo si=l (x, (k), %, (k+1)|S;*) sobreGy ;, el cual es conocido
perfectamente en esta etapa del algoritmo FART.

e Paso de inducciénSupondremos que el algoritmo FART recupera de forma
correcta las relaciones temporales hastd, j = 1, entonces demostraremos
que recupera de forma correcta en la efapd+ 1, j = 1.

En este etapa se realiza la comprobacion:

| (%1 (K), %y (k+ 1))
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sobre el gradehHJ, el cual es conocido perfectamente gracias a que se
recuperaron correctamente las relaciones temporales inadtaj = 1, en-
tonces conocemos por la proposicion 4.4 que,, ,(K) — X, (k+1) siy solo

Si =l (X1 (K), % (k+1)|S)T1) sobreGy,; ;.

Paso de induccidrSupondremos que el algoritmo FART recupera de forma exacta
las relaciones temporales hagta: |. Tendremos que demostrarlo pgra: | + 1.
Para ello de nuevo realizaremos induccion sobre el indice

e Casobase=1,j =1+ 1: Se realiza la comprobacion:

(% (K), % (k+1)IS5" )

sobre el grafé, |, ,, como conocemos perfectamente las relaciones tempora-
les parg) <I+1, entonces el grafG, | , ; es conocido de forma correctay por
consiguiente gracias a la proposicion 4.4 sabemosioyek) — X 1 (k+1)

si'y solo sl (%, (k),x_; (k+1)|SH 1) sobreG , ;.

e Paso de inducciénSuponemos que conocemos de forma exacta las relacio-
nes temporales hasta: h, j =1 + 1, demostraremos que se recupera de forma
correctax,,, ; — %, ;(k+1). En este caso se realiza la comprobacion:

| (Xh+1(k)>xi+1(k+ 1) ‘SE+1’I+1)

sobre el grafds,,, |, ;, como conocemos las relaciones temporales correctas
hastai = h,j =1+1, el grafoG, ;| ; se define correctamente y sabemos
de nuevo por la proposicion 4.4 qaexy,, ,(K) — ¥ ,(k+1) si y solo si
(%1 (K), % g (K+ 1)|52”"”) sobreGy,, ;| ;-

Desde el punto de vista de la implementacion del algoritmo FART, hemos de
decir que Acid [2] extiende la busqueda del conjunto minimo d-separador para el
problema de buscar el conjunto minimo d-separador entre dos np¢a§ dado un
subconjunto fijaZ, es decir, encontre® minimo tal qud (xi,xj |SUZ). Demuestra
gue se siguen cumpliendo todas las propiedades que se cumplen para el conjunto
minimo d-separador sin restricciones. A nivel del algoritmo de busqueda influye
de forma beneficiosa ya que basicamente consistira en eliminar del grafo todos los
nodos deZ y a continuacion realizar la busqueda del conjuit&sta extension se
puede aplicar en el algoritmo que hemos descrito previamente, pues conocemos de
un subconjunt@ que siempre ha de pertenecer al conjunto minimo d-separador, a

saber, los nodos x, (k) > x; (k) | X, € Hij, (x(K)) 6 x,(k) € g (Hij, (x(K))).
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4.4.4 Modificaciones de los Algoritmos ART y FART

Siguiendo la filosofia que da lugar al algoritmo que hemos denominado FART, esto
es, realizar los tests de independencia condicional con el menor nimero posible de
variables en el conjunto de condicionamiento, podremos modificar los anteriores
algoritmos de tal forma que consideremos los conjultiys"J y S;/ como una cota
maxima del niUmero de variables que deben intervenir en los tests de independencia
condicional para asegurar la existencia o no de un arco temporal. Hemos dicho que
desde el punto de vista practico son preferibles los tests de independencia de orden
bajo, esta filosofia inspira muchos algoritmos basados en tests de independencia
condicional, el mas conocido de ellos es el algoritmo PC descrito en el capitulo 1.
Lo que pretendemos es seguir esta filosofia y realizar para cada pareja de variables
% (k) y X;(k+ 1) un nimero de tests de independencia condicional cada vez con un
orden mayor empezando por el minimo y de esta manera evitar realizar en la medida
de lo posible los tests de independencia de orden elevado; en cada caso tendremos
como cota superior los subconjuntd$1 ™) y S, respectivamente.

A continuacion presentaremos la variante del algoritmo ART que efectla lo an-
teriormente expuesto. A este algoritmo lo denominaremos ARTSub y podemos
observar su pseudocodigo en la figura 4.12.

La idea del algoritmo ARTSub es la siguiente: Sabemos por la proposicion 4.3
gue para asegurar la existencia de una relacion temporal tenemos que realizar un
test de independencia condicional con el subconjiitd!, pero es claro que en
realidad no todos los nodos de este subconjunto serian necesarios para bloquear to-
dos los caminos existentes, rara vez ocurre esto, salvo para aquellos casos en donde
efectivamente tengamos un arco temporal. Lo que hacemos es buscar un subcon-
junto deMM"I de tamafio minimo que ya d-separe el par de nodos comprobados en
una etapa del algoritmo. De esta manera lo que intentamos es evitar en la medida de
lo posible realizar tests de independencia de orden elevado aln a costa de realizar
mas tests de independencia condicional.

Similar proceder se puede utilizar con el algoritmo FART con el conjunto mini-
mo d-separador. A continuacion mostramos la variante del algoritmo FART con la
filosofia descrita (fig. 4.13).

El funcionamiento del algoritmo es el siguiente: Para cada pareja de xngéps
Y X (k+ 1), primero se calcula el conjunﬁv'd’j minimo d-separador en ese paso del
algoritmo, notemos que en este caso no hemos introducido ningin arco temporal
adicional a la estructura; hemos de tener en cuenta que este subcﬁgjjud&)va-
riables sera el conjunto minimo que debe de intervenir en la d-separacion de estas
dos variables, ya que d-separaré los caminos que en esta etapa del algoritmo cono-
cemos que seran definitivos en la estructura final. Con este subconjunto calculado
realizamos un test de independencia condicional para ambas variables y si resulta
positivo entonces ya no deberemos seguir realizando tests de independencia pues ya
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Algoritmo ARTSub

Ent: G(k) y G(k+ 1) Ordenados topoldgicamente empezando por los nodos rai-
ces.

Sal: E'MP(k+ 1)
1. EM™Pk+1)=0
2. Para j=1hasta n hacer

(a) Seleccionar el nodojxk+ 1) de Gk+1)
(b) Parai= 1 hasta n hacer
i. Seleccionar el nodo; k) de Gk)
ii. Tam=0, Ok = verdadero
iii. Mientras Tam< |[MM"]|| y Ok hacer
A. Encontrar los subconjuntos S de tamafio Tam de'IM

B. Sil(x(k),x;(k+1)[S) para algtn subconjunto S entonces
Ok = falso

C. tam=tam+1

iv. Si Ok = verdadero entonces
E'MP(k+1) = E™P(k+ 1)U {(% (k),xj (k+1))}

Figura 4.12: Algoritmo ARTSub
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Algoritmo FARTSub

Ent: G(k) y G(k+ 1) Ordenados topolégicamente a partir de los nodos raices.
Sal: EMP(k+1)

1. E™P(k+1)=0

2. Para j=1hasta n hacer

(a) Seleccionar el nodojxk+1) de Gk+1)
(b) Parai= 1hasta n hacer
i. Seleccionar el nodo,¥) de Gk)
ii. Ok =verdadero
iii. Calcular S;J, minimo d-separador entre (k) y x;(k+ 1) (Con el
actual grafo aprendido)
iv. Sil(x(k),x;(k+1)|S;)) entonces
Ok = falso
v. Calcular S= {x, (k) € G(k)|x, (k) > x;(k)}
vi. Conectar con un arco cadg,&) € S con x(k+ 1)
vii. Calcular el conjunto §J’ minimo d-separador entre; (k) y
Xj (k+1)
viii. Tam= [[S}/||
ix. Mientras Tam< ||S;1'|| y Ok hacer
A. Encontrar los subconjuntos S de tamafio Tam iéié\$'dj

B. Sil(x(k),x;(k+1)|SUS};!) paraalgtin subconjunto S entonces
Ok =falso

C. tam=tam+1
X. Si Ok = verdadero entonces

E'™P(k+1) = E'™P(k+ 1) U{(x; (k),xj (k+1))}
xi. Desconectar cadaxk) € S de x(k+1)

Figura 4.13: Algoritmo FARTSub
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sabriamos que no existe un arco temporal entre ambos nodos. Si el test es negati-
Vo entonces procederemos igual que en el algoritmo FART, esto es, conectaremos
los nodos mayores dg (k) enV (k) con el nodox;(k+ 1) y calcularemos el sub-
conjunto de variablesidjl. Posteriormente le iremos afiadiendo al subconjghto

subconjuntos de tamafio cada vez mayor del subconﬁJJifQ/ realizaremos tests

de independencia condicional para cada uno de ellos. Estos tests pueden ser po-
sitivos, en cuyo caso se para el proceso o bien pueden ser negativos en cuyo caso
seguiria el proceso hasta agotar todos los subconjuntos calculados y concluimos que
existe un arco temporal entre los nodos comprobados.

4.5 Refinando los resultados

Bien por la naturaleza greedy de los anteriores algoritmos basados en métricas, o
bien por la naturaleza intrinseca de los basados en tests de independencia condicio-
nal, los cuales pueden cometer errores en la estimacion de independencias a partir
de datos, el caso es que todos los algoritmos pueden cometer errores en sus salidas
del proceso de aprendizaje, esto es, pueden introducir arcos temporales sin ser éstos
verdaderos en el modelo original buscado o a la inversa, borrar arcos temporales que
estén presentes en el modelo original. En esta seccion lo que pretendemos es ofrecer
algoritmos que de alguna forma revisen las salidas de los anteriores algoritmos tal
gue los modelos resultantes sean mas fieles al modelo buscado.

Al igual que venimos haciendo a lo largo de este capitulo, podemos dividir estos
algoritmos de revision de resultados en: a) basados en métricas o b) basados en tests
de independencia condicional. Para el primer caso utilizaremos la métrica BIC, por
su comportamiento en la preferencia de modelos mas simples en las redes candida-
tas. Para el segundo caso utilizaremos de nuevo tests de independencia condicional
buscando en cada momento el conjunto minimo d-separador en la red candidata.

45.1 Refinando mediante la métrica BIC

La idea es la siguiente: Dada una estructura de red de creencia dirf@mizao
resultado de un proceso de aprendizaje de relaciones temporales, como hemos des-
crito durante este capitulo, nuestro objetivo es de nuevo maximizar la métrica BIC
en cada una de las familias d¢k+ 1) € V (k+ 1) utilizando una heuristica greedy,

la diferencia ahora estriba en que maximizaremos tanto introduciendo nuevos pa-
dres deV (k) para cada familia como borrando padres existentég(dgen cada

una de las familias. Al igual que en los algoritmos anteriores empezaremos a reali-
zar esta busqueda en los nodosG{k+ 1). Una idea parecida utilizan D. Dash y

M. Druzdzel, en donde refinan la salida del aprendizaje realizado por el algoritmo
PC mediante la métrica BIC [34] y una busqueda greedy, relanzando el proceso al
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llegar a un maximo local. Podemos ver plasmado el pseudocdédigo del algoritmo de
revision basado en la métrica BIC en la figura 4.14.

Algoritmo TeReRefinaBIC

1. Parai= 1 hasta n hacer

(8) 7(x (k+1)) = 7( (k+1)
(b) OK=True

(©) Fyg = BICOG(K+1), 7% (x (k+1))
(d) Mientras OK hacer
i. z’(k) = arg maxx(k)gzm)(i(kH))BIC(xi(k+ 1), (% (k+1)) U{x(k)})
0
z(k) = argmax,, >9(k+1))B|C(X (k4+1), 15 (x (k+1)\ {x(k)})
ii. Prew= BIC(X (k+ 1) rE(x(k+1)U{zk)}) 6
Phew= BIC(x(k+1), 504 (k+ 1))\ {z(k)})
iii. Si Phew> P4 Entonces
Pold = Prew
(x5 (k+1)U{zk)} 6
106 (k+ 1)\ {z(k)}

iv. En caso contrario OK= false

Figura 4.14: Algoritmo TeReRefinaBIC

4.5.2 Refinando mediante el conjunto minimo d-separador

En este caso, el refinamiento del resultado se va a realizar mediante tests de indepen-
dencia condicional utilizando como conjunto condicionante el minimo d-separador
entre las variables comprobadas. El procedimiento va a consistir en los siguientes
pasos: Dada la estructura de red de creencia din&imatenida como resultado

de un proceso de aprendizaje de relaciones temporales, comprobaremos pares de
variablesx; (k) y x;(k+1) en el orden ancestral dado p&tk) y G(k+ 1) inten-

tado introducir arcos temporales que sean dependientes dado el conjunto minimo
d-separador en el instante de la comprobacion; seguidamente se inicia otra vez el
proceso pero esta vez intentando borrar arcos temporales que sean independientes
dado el conjunto minimo d-separador en el instante de la comprobacion. De esta
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forma nos aseguramos revisar todos los arcos existentes y no existentes en el re-
sultado inicial posiblemente con otro test de independencia condicional distinto al
que se realiz6 en el proceso de aprendizaje de relaciones temporales. O en el ca-
so de que se haya realizado un aprendizaje mediante optimizacién de una métrica,
pues nos aseguramos de que el grafo resultante es un I-map del modelo que estamos
aprendiendo.

Algoritmo TeReRefinaMinDsep

1. Para j=1hasta n hacer

(a) Seleccionar el nodojxk+ 1) de Gk+1)
(b) Parai= 1 hasta n hacer
i. Seleccionar el nodo; &) de G(k)
ii. Six (k) — x;(k+1) ¢ E™P(k+ 1) Entonces
Calcular el conjunto $ minimo d-separador entrg (k) y X; (k+1)
Si—l(x(k),x;(k+1)|S;) Entonces
EMMP(k+ 1) = EMP(k+ 1) U{(x(K),x; (k+1))}

1. Para j=1hasta n hacer

(a) Seleccionar el nodojxk+ 1) de Gk+1)
(b) Parai= 1 hasta n hacer

i. Seleccionar el nodo; k) de Gk)
ii. Six (k) — x;(k+1) € E"™P(k+ 1) Entonces
EMP(K+ 1) = E™P(k+ 1)\ {(x;(K),x; (k+ 1))}
Calcular el conjunto g minimo d-separador entrg (k) y x;(k+ 1)
Si—l(x(k), x;(k+1)|Sy) Entonces
E™P(k+1) = E™P(k+ 1) U{(x(k),x;(k+1))}

Figura 4.15: Algoritmo TeReRefinaMinDsep

La idea del algoritmo, descrito en la figura 4.15, es la siguiente: Primero se
recorre cada pareja de variables(k), x;(k+ 1)) en donde no exista un arco tem-
poral y se efectlia un test de independencia condicional con el conjunto minimo
d-separador en esa etapa del algoritmo; si el test resulta negativo entonces se intro-
duce un arco temporal entre las variables comprobadas. Posteriormente se realiza el
proceso inverso, es decir, para cada pareja de varighlgs, x; (k+ 1)) en donde
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existe un arco temporal en el instante de su comprobacion, éste se borra transitoria-
mente y de nuevo se realiza un test de independencia condicional con el conjunto
minimo d-separador, si es negativo entonces se vuelve a introducir el arco temporal
anteriormente borrado.

4.6 Aprendizaje de redes de creencia dinamicas sim-
ples

En esta seccién vamos a definir un tipo de redes de creencia dindmicas que se pre-

sentan frecuentemente en las aplicaciones practicas y que denominaremos redes de
creencia dindmicas simples. La particularidad de este tipo de redes es que en su

estructura solo existen relaciones temporales entre nodos de periodos de tiempo

consecutivos, esto es, no existe ningln arco que conecte nodos que pertenecen a un
mismo periodo de tiempla

Definicion 4.5 (Redes de creencia simples) Sea una RCD y sed\BE) el grafo
dirigido aciclico que define su estructura. Diremos que esta RCD es simple siy solo
Si:

n-2
E=|JE™P(k+1)
k=0

siendo n el nimero de periodos de tiempo definidos en la RCD.

Todos los algoritmos que venimos describiendo a lo largo de este capitulo reali-
zan de una forma completa el aprendizaje de este tipo de redes de creencia dinami-
cas. El caso es que se puede plantear un algoritmo mas eficiente para aprender este
tipo de redes. El algoritmo que vamos a plantear se basa en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5 Sea G un grafo dirigido aciclico que define una RCD simple. Para
cualesquiera dos periodos de tiempo k- k consecutivos en G, tenemos que:

3% (k) — X (k+1) € EMP(k+1) <= —(x(k),x;(k+1)|0)

v (k) € V(K) y Vx;(k+1) € V(k+1)

Demostracidonia demostracion de esta proposicion es trivial, dado que todos los
caminosC que pueden unir dos nodag(k) y x;(k+ 1) incluyen forzosamente al
menos un nodo cabeza-cabeza no instanciado, a no ser que realmente exista una
relacion temporal entre ambos nodos. |
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Un algoritmo que implemente esta idea es bastante directo, de hecho sera igual
gue los algoritmos ART y FART con el cambio claro de que ahora los tests de
independencia condicional seran todos con el conjunto vacio. Hemos de notar que
los algoritmos TeRePC, ARTSub, FART y FARTSub, serian equivalentes a este
tipo de algoritmo, comentado previamente, ya que TeRePC comienza realizando los
tests de independencia condicional precisamente por los conjuntos vacios, al igual
gue el algoritmo ARTSub. En cuanto a los algoritmos FART y FARTSub, ambos
calcularian como conjunto minimo d-separador el conjunto vacio.

4.7 Experimentacion y Conclusiones

En esta seccion realizaremos experimentos para los algoritmos estudiados. Para
ello hemos generado redes de creencia dindmicas de forma aleatoria de la siguiente
forma:

e Hemos generado redes de creencia dindmicas con 15 variables por cada inter-
valo de tiempo.

e Para generar la estructura de la red, hemos tomado como parametros el na-
mero medio de padres en el propio intervalo de tiekpara cada variable,
generando éste mediante una distribucién de Poisson. Hemos generado redes
para valores de 0.5, 1.0y 1.5 como media de padres en el propio intervalo de
tiempo. Las relaciones temporales, al igual que los padres anteriores, se han
generado utilizando una distribucion de Poisson y tomando valores 1.0, 1.5y
2.0. Lo cual hace un total de 9 redes de creencia dinAmicas generadas.

e Para generar las distribuciones de probabilidad condicional para cada nodo,
lo hemos realizado tomando como valor medio del nimero de estados para
cada variable, 2 estados y generando éste también con una distribucién de
Poisson, con la restriccion de un minimo de 2 estados por variable. Las tablas
de probabilidad se generaron utilizando una distribucién uniforme elevada al
cuadrado para generar probabilidades de mediana extremidad en sus valores.

e A partir de estas redes de creencia dindmicas, generamos una base de datos
de casos de 10.000 observaciones, realizando este proceso mediante muestreo
I6gico probabilistico. Y para cada proceso de aprendizaje, hemos considera-
do estos casos de 2000 en 2000, empezando por los 2000 primeros casos y
terminando por la base de datos completa.

e Se han aprendido las relaciones temporales para estas redes a partir de los
datos generados con cada uno de los algoritmos descritos durante el capitulo,
obteniéndose para cada uno de ellos la media de los resultados para cada una
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de las bases de datos. Los estadisticos de los resultados se muestran en tablas
con la siguiente distribucién: En primer lugar los casos considerados de la ba-
se de datos para el aprendizaje; en segundo lugar el tiempo de ejecucion (T)
medido en segundos; en tercer lugar la medida KL descrita en el capitulo 2 del
resultado ofrecido para cada uno de los algoritmos; en cuarto lugar el nUmero
de arcos temporales borrados (B) en comparacion con la red original de parti-
da; en quinto lugar el nUmero de arcos temporales afiadidos; a continuacion la
distancia de Hamming (H) (diferencia estructural) como resumen de los dos
resultados anteriores; en séptimo lugar se presenta el nimero de variables en
el conjunto de condicionamiento en los tests de independencia condicional o
el nimero medio de variables en los estadisticos evaluados, dependiendo si el
algoritmo esta basado en tests o0 en una métrica, respectivamente; por Gltimo
presentamos el nimero de tests de independencia condicional o el nUmero de
estadisticos evaluados dependiendo del tipo de algoritmo utilizado.

e Para el algoritmo TeReK2 se ha utilizado la métrica K2 en todos los experi-
mentos.

Analisis de los resultados para el Algoritmo ART. Los resultados del algoritmo

ART se pueden observar en la tabla 4.1. También podemos observar en las tablas
4.2 y 4.3 los refinamientos del resultado del algoritmo ART con los algoritmos Te-
ReRefinaMinDsep y TeReRefinaBIC respectivamente.

Casos T KL B A H Condic. Tests

2000 41,62 3,0878 12,22 1,44 13,67 3,22 225
4000 59,70 3,2632 10,21 1,78 11,89 3,50 225
6000 74,73 3,3076 9,44 2,22 11,67 3,65 225
8000 92,67 3,3404 8,67 156 10,22 3,60 225
10000 92,43 3,3458 8,33 1,44 9,78 3,55 225

Tabla 4.1: Resultados para el Algoritmo ART con Redes Dinamicas de 15 nodos
por intervalo de tiempo

En cuanto al algoritmo ART cabe destacar en primer lugar la tendencia de éste a
borrar enlaces, esto es, estima independientes parejas de variables que en realidad no
lo son. En general necesita un nimero elevado de casos para confirmar las relaciones
de dependencia entre variables. Esta tendencia se nota en que cuantos mas datos
contemplamos en el aprendizaje, el nimero de enlaces borrados decrece. También
hemos de notar que este algoritmo, en general, necesita calcular estadisticos de un
orden elevado, es decir, los tests de independencia condicional que realiza son de
un orden bastante alto, alrededor de 5,5 variables estan involucradas en estos tests.
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Casos T KL B A H

2000 6,95 4,0230 4,22 333 7,56
4000 11,77 14,0848 2,22 3,22 5,44
6000 14,80 4,0744 2,11 4,00 6,11
8000 17,52 4,0606 2,00 2,78 4,78
10000 21,62 4,0401 1,78 3,11 4,89

Tabla 4.2: Resultados para el Algoritmo ART + refinamiento con Minimo d-
separador con Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H

2000 6,63 3,9564 456 0,00 4,56
4000 12,71 4,0077 3,00 0,00 3,00
6000 19,65 4,0758 2,00 0,00 2,00
8000 24,69 14,0780 156 0,11 1,67
10000 30,65 4,0824 1,33 0,00 1,33

Tabla 4.3: Resultados para el Algoritmo ART + refinamiento con BIC con Redes
Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

El orden elevado de estos tests hace que se necesiten, en general, un nimero mas
elevado de casos para que dichos tests sean mas fiables.

Analizando la salida del algoritmo ART con un posterior refinamiento con el
algoritmo TeReRefinaMDS, lo primero que destaca es el descenso considerable en
el numero de enlaces borrados y que eleva de una forma muy ligera el nUmero de
arcos afadidos. En general, esto puede deberse a la utilizacion de los conjuntos
minimos d-separadores los cuales haran que el nimero de variables involucradas en
los tests descienda considerablemente. Esto ultimo redundara en que los tests reali-
zados sean mas fiables y que en algun sentido éstos se vuelvan mas conservadores.
Esta dltima consideracion la pone de manifiesto el hecho de que practicamente se
afladan el mismo ndmero de arcos para todas las bases de datos comprobadas.

En cuanto al refinamiento con la métrica BIC, podemos notar que practicamente
a partir de los 4000 primeros datos ofrece un resultado bastante parecido. El re-
sultado de este refinamiento se puede considerar como una buena aproximacion a
las redes de creencia dinamicas reales y que por tanto el algoritmo ART es un buen
punto de inicio para una posterior busqueda local con la métrica utilizada. En este
resultado puede influir de manera decisiva el que los arcos temporales que ofre-
ce el algoritmo ART sean bastantes “solidos” (dependientes) y que por tanto una
busqueda local posterior se vea favorecida por este hecho.
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Analisis de los resultados del Algoritmo ARTSub. Los resultados del algoritmo
ARTSub se pueden observar en la tabla 4.4. También podemos observar en las tablas
4.5y 4.6 los refinamientos del resultado del algoritmo ARTSub con los algoritmos
TeReRefinaMinDsep y TeReRefinaBIC respectivamente.

Casos T KL B A H Condic. Tests
2000 15,07 3,1200 1256 0,44 13,00 1,41 697,11
4000 42,59  3,2982 9,89 0,44 10,33 1,66 999,11
6000 78,99 3,3405 9,11 0,56 9,67 1,83 1237,33
8000 154,46 3,3884 8,44 0,22 8,67 1,98 1648,22

10000 163,18 3,4008 8,00 0,22 8,22 2,00 1517,33

Tabla 4.4: Resultados para el Algoritmo ARTSub con Redes Dinamicas de 15 no-
dos por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H

2000 6,89 4,0230 4,22 333 7,56
4000 11,46 4,0782 2,33 3,33 5,67
6000 14,71 4,0940 1,89 3,89 5,78
8000 16,70 4,0716 1,89 2,67 4,56
10000 20,54 4,0399 1,78 2,78 4,56

Tabla 4.5: Resultados para el Algoritmo ARTSub + refinamiento con Minimo d-
separador con Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H

2000 6,17 3,9564 456 0,00 4,56
4000 11,73 4,0077 3,00 0,00 3,00
6000 17,54 4,0758 2,00 0,00 2,00
8000 22,25 4,0780 156 0,11 1,67
10000 26,77 4,0824 1,33 0,00 1,33

Tabla4.6: Resultados para el Algoritmo ARTSub + refinamiento con BIC con Redes
Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

Lo primero que cabe destacar es que el algoritmo ARTSub mantiene la tendencia
del algoritmo ART en cuanto al numero de arcos borrados, con una ligera mejora.
También se mejora ligeramente el nUmero de arcos afiadidos y la métrica KL con
respecto al algoritmo ART. Este resultado puede explicarse por el hecho de que ba-
jamos el orden de los tests de independencia condicional realizados por el algoritmo
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ARTSub y por tanto éstos seran mas fiables. Sin embargo, el hecho de bajar el or-
den de los tests implica un nimero muy elevado de dstsual ha afectado de
forma significativa en la eficiencia del algoritmo y también en la eficacia, porque al
realizar mas tests de independencia condicional tenemos una mayor probabilidad de
cometer errores en las estimaciones de independencia o dependencia entre variables.

Por otra parte, cuando se refina la salida del algoritmo ARTSub con los conjuntos
minimos d-separadores, practicamente se mantienen los resultados con el anterior
algoritmo ART mas este mismo refinamiento, aunque se mejoran los resultados,
estas mejoras son muy leves. También podemos indicar, tanto en este caso como
para el caso anterior (algoritmo ART), que el proceso de revision de los enlaces
temporales es bastante eficiente, esto es, es un proceso rapido en comparacion con
los algoritmos propiamente dichos ART y ARTSub.

Para el refinamiento BIC, hemos de notar que se llegan a los mismos resultados
y que practicamente su tiempo de ejecucion es similar comparado con el anterior
caso.

Andlisis de los resultados del Algoritmo FART. Los resultados del algoritmo
FART se pueden observar en la tabla 4.7. También podemos observar en las tablas
4.8 y 4.9 los refinamientos del resultado del algoritmo FART con los algoritmos
TeReRefinaMinDsep y TeReRefinaBIC respectivamente.

Casos T KL B A H Condic. Tests

2000 40,58 3,6165 7,44 3,56 11,00 2,05 225
4000 44,48 3,7208 5,78 3,11 8,89 2,14 225
6000 48,51 3,7340 5,00 3,44 8,44 2,12 225
8000 52,62 3,7683 4,44 2,78 7,22 2,13 225
10000 60,20 3,7766 4,11 3,56 7,67 2,13 225

Tabla 4.7: Resultados para el Algoritmo FART con Redes Dinamicas de 15 nodos
por intervalo de tiempo

Los resultados que ofrece el algoritmo FART son considerablemente mejores
gue los ofrecidos por los algoritmos ART y ARTSub, tanto en distancia de Hamming
(H) como en la medida KL. La tendencia de este algoritmo a borrar arcos temporales
es sensiblemente menos acusada que en los anteriores algoritmos. Sin embargo, este
algoritmo tiende a afiadir un nimero de arcos levemente mayor que en los anteriores
casos. Por otra parte, podemos notar que este algoritmo es mas eficiente que los
anteriores algoritmos, esto es debido a que los estadisticos que ha de calcular son de
un orden sensiblemente inferior que en el caso del algoritmo ART y que mantiene el
mismo numero de tests realizados. Ademas se observa claramente que la inversion

3Hemos de tener en cuenta que, en general, el cardinal del subcokfiitoes elevado.
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Casos T KL B A H

2000 7,44 40354 4,00 3,11 7,11
4000 11,35 4,0564 2,33 3,44 5,78
6000 16,22 4,0470 2,22 4,00 6,22
8000 17,09 4,0727 1,78 256 4,33
10000 21,39 13,9932 2,00 3,11 5,11

Tabla 4.8: Resultados para el Algoritmo FART + refinamiento con Minimo d-
separador con Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H

2000 6,64 3,9564 456 0,00 4,56
4000 12,25 4,0077 3,00 0,00 3,00
6000 18,86 4,0771 1,89 0,00 1,89
8000 23,23 14,0689 1,67 0,11 1,78
10000 29,75 4,0825 1,33 0,00 1,33

Tabla 4.9: Resultados para el Algoritmo FART + refinamiento con BIC con Redes
Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

de tiempo en calcular subconjuntos minimos d-separadores se ve compensanda en
la eficiencia de los tests que realiza el algoritmo. Este descenso en el orden de los

tests realizados implica una mayor fiabilidad en los mismos, esta puede ser la razén

de su mayor eficacia con respecto a los anteriores casos.

Cuando aplicamos el refinamiento con el minimo conjunto d-separador se redu-
ce considerablemente el nimero arcos borrados y se mejora levemente el nimero
de arcos afiadidos. También se mejora la medida KL con respecto a la salida del
algoritmo FART. Sin embargo hemos de notar que estos resultados empeoran de
forma leve los ofrecidos por este refinamiento para los algoritmos ART y ARTSub.
También hemos de notar que este refinamiento mantiene su eficiencia con respecto
al tiempo de cémputo empleado cuando se compara por el tiempo empleado pa-
ra obtener la primera salida por el algoritmo en cuestién. Por ultimo indicar que
practicamente se mantienen los resultados ofrecidos por los anteriores algoritmos
para el refinamiento BIC, observandose s6lo muy ligeras diferencias para un par de
resultados.

Andlisis de resultados para el Algoritmo FARTSub. Estos resultados se pue-
den observar en las tablas 4.10, 4.11 y 4.12 para el algoritmo FARTSub y los sus
refinamientos posteriores con el minimo d-separador y con la métrica BIC respecti-
vamente.



176

Aprendizaje de Relaciones Temporales

Casos T KL B A H Condic. Tests
2000 12,31 3,5784 8,00 2,89 10,89 1,10 378,56
4000 30,92 3,6898 5,89 2,89 8,78 1,30 492,89
6000 46,80 3,7158 5,22 2,78 8,00 1,38 537,44
8000 65,91 3,7502 4,67 2,22 6,89 1,47 583,11

10000 80,87 3,7371 4,44 2,22 6,67 1,53 609,11

Tabla 4.10: Resultados para el Algoritmo FARTSub con Redes Dinamicas de 15

nodos por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H
2000 7,68 4,0394 3,89 3,00 6,89
4000 10,93 4,0500 2,44 3,22 5,67
6000 14,29 4,0244 256 4,22 6,78
8000 16,46 4,0252 2,22 2,78 5,00

10000 22,12 4,0040 1,89 2,67 4,56

Tabla 4.11:

Casos T KL B A H

2000 6,56 3,9564 4,56 0,00 4,56
4000 12,22 4,0077 3,00 0,00 3,00
6000 18,23 4,0771 1,89 0,00 1,89
8000 22,73 4,0780 156 0,11 1,67
10000 27,83 4,0825 1,33 0,00 1,33

Tabla 4.12: Resultados para el Algoritmo FARTSub + refinamiento con BIC con

Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

Resultados para el Algoritmo FARTSub + refinamiento con Minimo d-
separador con Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo
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Este algoritmo practicamente borra el mismo namero de arcos que el algoritmo
FART, aunque mejora el niumero de arcos afiadidos. Sin embargo la media KL prac-
ticamente se mantiene en el mismo orden para ambos algoritmos. Como podemos
observar en los resultados, el nimero de variables que intervienen en el conjunto de
condicionamiento es menor y por tanto esto ayudara a que los tests realizados sean
mas fiables. De todas formas hemos de observar también que el nimero de tests de
independencia condicional aumenta considerablemente con respecto al algoritmo
FART lo cual redunda en que este Ultimo algoritmo sea menos eficiente.

En cuanto al refinamiento con el minimo conjunto d-separador, podemos obser-
var que los resultados son bastante parecidos al resto de casos comentados previa-
mente. Lo mismo ocurre con el refinamiento con BIC.

Analisis de los resultados para el Algoritmo TeRePC. Los resultados ofrecidos

por este algoritmo se pueden observar en la tabla 4.13, al igual que los refinamientos
posteriores con el conjunto minimo d-separador, tabla 4.14, y el refinamiento con la
meétrica BIC, tabla 4.15.

Casos T KL B A H Condic. Tests
2000 4,76 13,9087 5,44 0,89 6,33 0,49 370,67
4000 10,68 4,0005 3,33 1,00 4,33 0,60 430,78
6000 18,02 4,0117 2,67 1,00 3,67 0,67 488,78

8000 2594 3,9996 244 0,67 3,11 0,69 529,56
10000 34,06 4,0103 2,11 0,89 3,00 0,74 557,22

Tabla 4.13: Resultados para el Algoritmo TRPC con Redes Dindmicas de 15 nodos
por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H
2000 6,97 4,0254 4,00 3,00 7,00
4000 10,42 14,1019 2,00 3,00 5,00
6000 13,68 4,1033 1,67 3,67 5,33
8000 15,66 4,0966 1,67 244 4,11

10000 19,12 4,0926 1,33 2,44 3,78

Tabla 4.14: Resultados para el Algoritmo TRPC + refinamiento con Minimo d-
separador con Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

En primer lugar cabe destacar el buen resultado que ofrece este algoritmo, tan-
to en la distancia de Hamming (H) como en medida KL. Es sin duda el algoritmo
basado en tests de independencia condicional mas eficaz de los que hemos estudia-
do, ofreciendo en general un resultado excelente. Esta eficacia puede ser debida al
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Casos T KL B A H

2000 561 3,9536 4,67 0,11 4,78
4000 10,19 4,0051 3,00 0,00 3,00
6000 14,20 4,0758 2,00 0,00 2,00
8000 18,36 4,0780 156 0,11 1,67
10000 23,36 4,0825 1,33 0,00 1,33

Tabla 4.15: Resultados para el Algoritmo TRPC + refinamiento con BIC con Redes
Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

hecho del reducido nimero de variables que intervienen en el conjunto de condicio-

namiento, lo cual no llevara a realizar unos tests de independencia muy fiables, esto
hecho lo pone de manifiesto el que a partir de 4000 datos, el algoritmo empieza a
obtener buenos resultados.

También este algoritmo se destaca del resto de los estudiados por su eficiencia,
es sin lugar a dudas el mas rapido de todos los comprobados hasta el momento.
Este hecho cabe especial mencion porque si observamos el nimero de tests de in-
dependencia condicional que realiza es del orden de los realizados por el algoritmo
FARTSub, y también es mayor que los realizados por los algoritmos ART y FART.
Sin embargo, el niumero bastante reducido de variables que intervienen en los mis-
mos hace que estos sean mucho mas rapidos (eficientes) de calcular.

En cuanto a su refinamiento con el conjunto minimo d-separador, se mantiene la
tendencia del resto de casos, esto es, disminuye el nimero de arcos borrados, pero
aumenta el nimero de arcos afiadidos, en este caso de una manera mas acusada. En
el refinamiento BIC se mantienen los mismos resultados. Esto nos hace concluir
gue todos los algoritmos vistos hasta ahora basados en tests de independencia con-
dicional, proporcionan un buen punto de inicio para la posterior busqueda local que
se realiza en este refinamiento.

Andlisis de los resultados para el Algoritmo TeReBenedict. Este algoritmo
aunque realiza tests de independencia condicional, lo hemos encuadrado en los ba-
sados en métricas. Por consiguiente, hemos reflejado en nimero de estadisticos
evaluados, en lugar de tests de independencia condicional, y el nUmero de variables
completas que intervienen en dichos estadisticos. Hemos de observar que aunque se
realizan tests de independencia condicional, éstos no suponen un calculo extra, sino
que se pueden reutilizar los calculos efectuados en la métrica correspondiente.

Los resultados de este algoritmo junto con sus refinamientos se pueden observar
en las tablas 4.16, 4.17y 4.18.

Los resultados ofrecidos por el algoritmo TeReBenedict son del mismo orden
gue los ofrecidos por los algoritmos FART y FARTSub, aunque TeReBenedict es
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Casos T KL B A H NVars EstEval

2000 24,27 3,6557 8,00 3,11 11,11 2,46 262,89
4000 4191 3,7199 6,11 3,00 9,11 2,49 272,22
6000 63,50 3,8236 4,89 2,78 7,67 2,53 280,56
8000 80,93 3,7908 4,78 2,56 7,33 2,57 280,78
10000 102,99 3,8106 4,33 2,44 6,78 2,59 284,11

Tabla 4.16: Resultados para el Algoritmo TRBenedict con Redes Dinamicas de 15
nodos por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H

2000 6,81 4,0232 4,11 3,22 7,33
4000 10,84 4,0597 2,44 3,11 5,56
6000 14,28 4,0683 1,89 3,44 5,33
8000 15,96 4,0667 1,89 2,67 4,56
10000 20,00 4,0685 156 2,67 4,22

Tabla 4.17: Resultados para el Algoritmo TRBenedict + refinamiento con Minimo
d-separador con Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo

Casos T KL B A H

2000 6,76 3,9552 456 0,00 4,56
4000 12,28 4,0051 3,00 0,00 3,00
6000 20,16 4,0769 1,78 0,00 1,78
8000 21,91 4,0780 156 0,11 1,67
10000 27,19 4,0825 1,33 0,00 1,33

Tabla 4.18: Resultados para el Algoritmo TRBenedict + refinamiento con BIC con

Redes Dinamicas de 15 nodos por intervalo de tiempo
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ligeramente menos eficiente. En cuanto al refinamiento con el minimo conjunto
d-separador, hemos de notar que se mejoran de forma muy leve los resultados ofre-
cidos por estos refinamientos para los algoritmos FART y FARTSub. Para el refina-
miento BIC no se puede decir nada nuevo, pues practicamente se copian los mismos
resultados que en los casos anteriores.

Analisis de los resultados para el Algoritmo TeReK2. El resultado de la ejecu-
cion de este algoritmo para las bases de datos de prueba se puede observar en la
tabla 4.19. Estos resultados son los mejores encontrados por todos los algoritmos
qgue hemos estudiado a lo largo de este capitulo y se puede considerar como unos re-
sultados excelentes. En cuanto a la eficiencia del método cabe notar que es un poco
menos eficiente que los algoritmos basados en tests de independencia condicional.
Sin embargo, hemos de notar que cualquiera de los algoritmos basados en tests mas
un refinamiento BIC, que es el mejor resultado encontrado para estos casos, en al-
gunos casos empeora el tiempo de ejecucion, sumando ambos tiempos, 0 en otros
es practicamente el mismo tiempo de cémputo.

En cuanto a los refinamientos, lo que hacen es empeorar los resultados ofrecidos
por este algoritmo, es por ello, que no hemos reflejado los resultados en tablas.

Casos T KL B A H NVars EstEval

2000 21,37 4,2885 0,33 0,78 1,11 3,72 556,44
4000 39,83 4,2232 0,11 0,22 0,33 3,71 552,56
6000 59,02 4,2034 0,00 0,33 0,33 3,72 555,33
8000 78,64 4,1872 0,11 0,67 0,78 3,72 558,44
10000 97,65 4,1785 0,11 0,44 0,56 3,70 555,89

Tabla 4.19: Resultados para el Algoritmo TRK2 con Redes Dinamicas de 15 nodos
por intervalo de tiempo



Capitulo 5

Aprendizaje de Redes de
Creencia Dinamicas

5.1 Introduccidn

En este capitulo vamos a estudiar cémo podemos aprender una RCD a partir de datos
de un sistema dinamico markoviano y estacionario. Una vez estudiados a lo largo de
esta memoria tanto algoritmos para el aprendizaje estructural de redes de creencia
estaticas como algoritmos para el aprendizaje de las relaciones temporales de una
red de creencia dinamica, conocido su modelo estatico, estamos en disposicion de
abordar el estudio del aprendizaje de redes de creencia dinamicas a partir de los
algoritmos anteriores.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera: la primera seccion se dedica a
estudiar el problema del aprendizaje de RCD cuando conocemos el primer instante
de tiempo, a partir del cual se empieza a observar el sistema dindmico. En este caso
plantearemos un esquema general de aprendizaje de RCD, en donde nos basamos
en gran medida en los algoritmos estudiados en los capitulos anteriores, esto es, en
los algoritmos de aprendizaje de redes de creencia estaticas y en los algoritmos de
aprendizaje de relaciones temporales.

En la siguiente seccion nos centraremos en el estudio de la utilizacion del es-
guema anterior de aprendizaje de RCD cuando un sistema dinamico se empieza a
observar a partir de un periodo de tiempo arbitrario, y éste no tiene por qué coincidir
con el instante de tiempo inicial.

Por ultimo estudiaremos cédmo adaptar algoritmos de aprendizaje de redes de
creencia estéticos al aprendizaje de redes de creencia dinamicas. Fundamentalmen-
te, para realizar esta tarea, considerare@(gsk + 1) como un modelo estatico con
unas ciertas restricciones.

181
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5.2 Aprendizaje de RCD cuando se conoce el instante
t=0

El problema que pretendemos resolver es el siguiente: Si tenemos que modelar un
sistema dinamico en donde existe un instante inicial de tiempo a partir del cual
empieza el proceso evolutivo del sistema, entonces existe un periodo que podemos
distinguir como periodo de tiempo iniciédl= 0, cuya caracteristica principal es

gue las variables en este periodo de tiempo no son dependientes del instante ante-
rior. En términos de independencias condicionales, esto ultimo quiere decir que si
1(%(0),%;(0)|S), entoncesSes un subconjunto de variables\de).

Por otra parte, si queremos aprender una red de creencia dindmica que es mar-
koviana y estacionaria, entonces podremos utilizar un algoritmo de aprendizaje au-
tomatico para redes de creencia estaticas para inducir la red de creencia para este
periodo de tiempé = 0. A partir de esta red que hemos aprendido podremos dupli-
carla para el resto de periodos de tiempo y entonces podremos utilizar un algoritmo
de aprendizaje automatico de relaciones temporales para completar de esta manera
el aprendizaje de la red de creencia dinamica.

A continuacién describiremos el método general de aprendizaje de redes de
creencia dindmicas de la manera descrita anteriormente, posteriormente pasaremos
a estudiar los problemas que nos plantean las salidas de los algoritmos de apren-
dizaje automatico de redes de creencia estaticos y la aplicacion posterior de este
método.

5.2.1 Meétodo de aprendizaje general

A partir de las condiciones anteriores se puede estudiar un método general de apren-
dizaje automatico de redes de creencia dinamicas. Este método general es directo,
teniendo en cuenta los algoritmos de aprendizaje de relaciones temporales estu-
diados en el capitulo anterior. El método de aprendizaje general consistird en los
siguientes pasos:

1. Utilizar un algoritmo general de aprendizaje de redes de creencia estaticas
restringido al periodo de tiempo inicial del modéle- 0.

2. Duplicar la estructura aprendida €(0) para los periodos de tiempo poste-
riores, esto es,,1..n—1.

3. Utilizar un algoritmo de aprendizaje de relaciones temporales a partir de dos
estructuras correspondientes a dos periodos de tiempo conse&utikgsl.

Si bien esta metodologia descrita parece directa y razonable, hemos de consi-
derar que los algoritmos de aprendizaje automatico para redes de creencia estaticas
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no son capaces, por lo general, de recuperar de manera perfecta las estructuras sub-
yacentes de los modelos que se quieren aprender. Por otra parte hemos estudiado
algoritmos de aprendizaje de relaciones temporales que dependen fuertemente de
las estructuras que definen el modelo en los intervalos de ti&ngmohecho siem-

pre hemos partido de que estas estructuras eran perfectamente conocidas. Por tanto,
parece légico considerar los posibles problemas que nos plantean los diferentes al-
goritmos de aprendizaje automatico de redes de creencia estaticas.

Hemos demostrado en el capitulo anterior que si la estructura del grafo dirigido
aciclico que represen@(0) es correctay si ésta es la misma para el resto de instan-
tes de tiempo, si duplicam@(0) para el resto de instantes de tiempo, entonces los
algoritmos basados en tests de independencia condicional, ART, ARTSub, FART,
FARTSub y TeRePC recuperan de una manera correcta el coijiRtgk + 1) de
relaciones temporales de la red de creencia dindmica

Ahora bien, existen algoritmos que no siempre recuperan la estructura correcta,
estos algoritmos pueden ofrecernos una buena aproximac®(0gepero no siem-
pre tiene que ser la correcta. Por tanto, seria l6gico estudiar el efecto que sobre los
algoritmos ART, ARTSub, FART, FARTSub y TeRePC tiene la situaciéon de que la
estructura recuperada pas&0) no fuese la correcta, sino una buena aproximacion
a la estructura verdadera del grafo.

El comportamiento de los algoritmos basados en tests de independencia con-
dicional estudiados en el capitulo anterior, para aquellos casos en que se parte de
buenas aproximaciones, no correctas, del g&f0) se describe en la siguiente
proposicion.

Proposicién 5.1 SeaG(0) una aproximacion de (®), estructura para el instante

de tiempo inicial k= 0 de una red de creencia dinamica. Si duplicamos la estruc-
tura G(0) para k, (k > 0) y aplicamos los algoritmos de aprendizaje de relaciones
temporales basados en tests de independencia condicional para-Kydntonces

el conjunto de relaciones temporale§"P(k + 1) recuperado contendra como mini-

mo las relaciones temporales™(k+ 1) de la red de creencia dinamica, es decir,
EMMP(k+ 1) D EMMP(k+1).

DemostracionSi 3 un arcow; (k) — w;(k+1) en E'™P(k+ 1), entonces no habra
ningun subconjunto de nodos que sea capaz de d-separar ambos nodos y por tanto
se haga el test de independencia condicional que se haga, los algoritmos basados en
dichos tests colocaran un arco entre ambos nodos al no poder d-separarlos con el
subconjunto correspondiente.

Esta proposicion nos indica que estos algoritmos nos proporcionan siempre co-
mo salida un I-mapde la red de creencia dinamica correspondiente a dos intervalos

1Asumiendo que los tests de independencia no comenten errores.
2Siempre y cuando el modelo recupera@i@®) también sea un I-map.
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de tiempo consecutivdsy k+ 1, pero muy posiblemente no minimal. Esto 6gi-
camente dependera de lo buena que sea la aproximacion de partida de la estructura
correspondiente al intervalo inicial de tiemipe- 0.

De todas formas, existe un problema adicional en este esquema de aprendizaje
de RCD y el aprendizaje del instante inicial de tierkpe 0. Si para su aprendizaje
utilizamos un algoritmo, como puede ser el algoritmo PC, o en los métodos basa-
dos en métricas utilizamos una de ellas con la propiedad de ser “score-equivalente”,
entonces hemos de notar que, normalmente, la salida serd un representante de la
clase de equivalencia de todos los modelos isomorfos a esta salida. Esto en prin-
cipio podria parecer irrelevante para el problema que estamos resolviendo, ya que
se representa la misma factorizacion en todos los modelos isomorfos. Sin embargo,
como en el esquema general de aprendizaje, esta misma estructura se utiliza para ser
duplicada para el resto de periodos de tiempo, entonces la eleccion del modelo para
representar la estructura “estética” de la RCD de entre todos los modelos isomorfos,
podra tener influencia en las distintas salidas en el conjunto de relaciones tempo-
rales al ser aplicados los algoritmos para su aprendizaje estudiados en el capitulo
anterior. Veamos esta cuestion con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1 Suponemos que tenemos el grafo dirigido aciclico de la figura 5.1(a)
para el instante inicial de tiemp®. El algoritmo PC recuperaria el patron de la
figura 5.1(b)

(a) Grafo dirigido aciclico G(0) (b) Patron para G(0) (c) Patron completo para G(0

Figura 5.1: Patrén de salida de PC y una vez completadas las orientaciones en el
patron.

Este patrén se podra completar con cualquier orientacion de los arcos sin orien-
tar siempre y cuando no se formen nuevos nodos cabeza-cabeza no acoplados ni
tampoco ciclos dirigidos, como se puede observar en la figura 5.1(c).

[ |
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Veamos ahora el comportamiento que tendran los algoritmos ART y FART en
este tipo de situaciones. El algoritmo TeRePC vy los basados en los anteriores tam-
bién tendran un comportamiento bastante similar.

Ejemplo 5.2 Suponemos que tenemos la red de creencia dinamica de la figura
5.2(a). Ejecutamos el algoritmo PC para recuperar el patron d@)Gcompletan-

dolo como aparece el la figura 5.2(b). El orden ancestral fijado para la ejecucién
posterior del algoritmo ART y FART queda como en la numeracion que aparece en
la figura 5.2(b). Duplicamos el patron completo par&ly ejecutamos el algorit-

mo ART. Como resultado queda el que aparece en la figura 5.2(c). El mismo resul-
tado se hubiese producido tras la ejecucién del algoritmo FART. Fundamentalmente
su comportamiento se puede resumir en que cuando equivocamos una orientacion
en los arcos, entonces se tienden a “cruzar” los padres en el periodo de tiempo
anterior de ambos nodos.

I
1
,,,,,,,, I

! 5
N ! N N
g 1 3
L P P
G(0) G(1) G(0)
(a) Red de creencia dinamica de partida (b) Patron recuperado complet
oty
G(0) G(1)

(c) Red de creencia dinamica resultante

Figura 5.2: Salida del Algoritmo ART y FART para una red de creencia dinamica
con el patrén completo de partida mal orientado.
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Los algoritmos TeRePC, ARTSub y FARTSub, al utilizar subconjuntos de pa-
dres, manto de MarkaMM -l y minimo d-separador respectivamente, su comporta-
miento también tendera al observado en el ejemplo anterior. Sin embargo, es posible
que incluyan un nimero menor de arcos temporales superfluos, ya que puede que
en alguno de los multiples tests que realizan se estimen independientes los nodos
comprobados. Este comportamiento se debe, fundamentalmente, a que puede que
no se instancien nodos cabeza-cabeza en los correspondientes subconjuntos com-
probados y que éstos si que pertenezcan forzosamente a los subcavijMitbs
minimo d-separador por sus respectivas definiciones y estos nodos cabeza-cabeza
hagan que el camino correspondiente quede bloqueado.

Hemos de tener en cuenta que aunque el algoritmo TeReK2 y el TeReBenedict
se basan en una busqueda heuristica, también tendran una tendencia hacia el mismo
comportamiento descrito en el ejemplo anterior.

Es claro que este tipo se situaciones se resolverian de una forma correcta si
partimos de que el conjun¥(k) de variables posee una ordenacion causal previa
entre sus elementos. Hemos de notar también que en situaciones reales es muy
habitual que el conjunto de relaciones no temporales, entre variables del mismo
periodo de tiempo, sea muy escaso, incluso en ocasiones vacio, como describiamos
en capitulos anteriores. Por consiguiente, sera mas probable que este orden entre las
variables sea mas facil de obtener.

Otra solucién pasaria por comprobar todos los modelos equivalenteG ara
y quedarnos con aquél que nos ofreciera un nimero menor de enlaces temporales.
Esta solucién podria ser muy ineficiente si el nUmero de modelos equivalentes fuese
elevado.

Una posible solucién eficiente podria ser movernos de forma local en los mo-
delos equivalentes. El método consistiria en detectar un arco invérsiblertirlo;
reaprender los arcos temporales solamente para los hodos que conectan el arco in-
vertido; y si el nUmero de relaciones temporales se reduce, entonces quedarnos con
esta orientacién como correcta; y si el nimero de relaciones temporales aumenta,
entonces quedarnos con la direccién primitiva como correcta. Hemos de tener en
cuenta que el fijar un arco con una orientacion definitiva, hara que algunos arcos
mas, que en principio son inversibles, queden determinados a partir de entonces.

Nosotros conjeturamos que para los algoritmos ART y FART esta forma de pro-
ceder seria correcta y por tanto ofreceria unos resultados teéricamente correctos.

3Un arco inversible es cuando el conjunto de padres de los extremos de los nodos es el mismo, salvo
el nodo cola del arco. Esto es, si tenemof) — x (k) € G(k), entonces es inversible si y solo si

1 (G () \ % (K) } = 13 (% (k) [28]-
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Para ello deberemos caracterizar cuando un arco temporal es introducido de forma
superflua en el modelo resultante. Esta cuestién no es ni mucho menos trivial, y la
dejamos abierta para el futuro. También conjeturamos que para los algoritmos ART-
Sub, FARTSub y TeRePC, el método propuesto también seria correcto, sin embargo
la caracterizacion de los arcos temporales superfluos debe ser diferente.

Sin embargo, si utilizamos el algoritmo TeReK2 como método de bisqueda de
relaciones temporales y utilizamos una funcion descomponible como funcién de
ajuste, entonces el algoritmo de inversién de arcos previamente descrito obtendria
buenos resultados (no podemos asegurar su correcto funcionamiento por el caracter
heuristico de la busqueda). Este hecho se fundamenta en que al ser descomponible
la funcién de ajuste y partiendo de que el modelo @&l es un modelo isomorfo
al verdadero, entonces tan solo bastaria buscar de nuevo los conjuntos de padres
para los nodos cabeza y cola del arco invertido en el esquema anterior. De todas
formas es un método que habria que validar experimentalmente en trabajos futuros
y asi comprobar su eficacia.

5.3 Aprendizaje de RCD cuando no se conoce el ins-
tantet =0

Como pone de manifiesto Friedman y col. en su trabajo [61], puede ocurrir que los
datos de partida para la realizacion del aprendizaje de una RCD no sean observacio-
nes que partan desde el inicio del proceso dindmico, sino que dicho proceso se haya
empezado a observar desde un instante de tidnfgm la seccion anterior hemos
supuesto que este instante de tierkpe 0 era conocido y nos basabamos en gran
medida en este conocimiento para el desarrollo del esquema general de aprendizaje
de una RCD.

Si empezamos a observar una sistema dindmico a partir de un cierto instante
de tiempok y utilizamos éste como si fuese realmente el instante de tiempo ini-
cial, en el sentido expresado en la seccién anterior, entonces muy probablemente
se induciran una serie de arcos, relaciones superfluas, entre las variables del mismo
periodo de tiempo. Estas relaciones seran inducidas debido a la existencia de re-
laciones no directas entre estas variables que involucran a variables del periodo de
tiempo anterior, esto es, existiran caminos no bloqueados que conecten este par de
variables y que contengan variables del periodo de tiempo anterior no observado. A
continuacion expondremos un ejemplo de esta situacion.

Ejemplo 5.3 Supongamos que tenemos la RCD descrita en la figura 5.3(a). Si
aprendemos mediante el algoritmo PC la red para el instante de tiempo k, entonces
su salida serd la descrita en la figura 5.3(b).

[
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s S Vs
S S

G(K) G(k+1) G(K) G(K) G(k+1)
(a) (b) (©

Figura5.3: Salida del algoritmo PC para el aprendizaje de G(K). Salida del modelo
G(k,k+ 1) utilizando el esquema general de aprendizaje de RCD y el
algoritmo ART o FART.

Si utilizamos para el aprendizaje de RCD el esquema descrito en la seccion
anterior (podemos observar el resultado en la figura 5.3(c)), entonces habra que tener
en cuenta que probablemente estemos considerando un I-map del Badeim
minimal. La solucidén a este problema es una cuestién abierta que ha de ser objeto de
estudio en un futuro. De todas formas se podria aliviar este problema, incorporando
una poda al resultado de la ejecucion del esquema de aprendizaje anterior de tal
forma que tengamos en cuenta estas situaciones. Otra solucién es no tener en cuenta
este esquemay considerar todas las variablggki&+ 1) para el aprendizaje. Esta
cuestion se aborda en la seccion siguiente.

Como comentabamos en el parrafo anterior, se podria plantear un algoritmo de
refinamiento del resultado, en la misma filosofia que en el capitulo anterior, una vez
que hemos aprendido el mod&gk, k+ 1) con el método propuesto anteriormente.

Este refinamiento se podria realizar de dos formas: (1) Planteandose de nuevo todos
los enlaces;(k+ 1) — x;(k+ 1) mediante tests de independencia condicional, en
este caso de nuevo podriamos recurrir a realizar estos tests con el conjunto mini-
mo d-separador. (2) O bien, hacer un refinamiento mediante una bulsqueda local
utilizando para ello una funcién de ajuste descomponible. Esta opcién implica tam-
bién la eleccion de los operadores de busqueda para encontrar un nuevo conjunto
de padres para cada variable. En este segundo caso no nos vamos a centrar, porque
se podria utilizar la vecindad en grafos dirigidos aciclicos que describiremos en el
método de ascension de colinas de la seccion siguiente. En dicho caso, tan solo
hemos de utilizar la salida de este esquema como punto de inicio de la busqueda
planteada en la seccion siguiente, es decir, aprenderemos el najéeimediante

un algoritmo de aprendizaje de redes de creencia estaticas; duplicamos este modelo
paraG(k+ 1); y aplicamos algin algoritmo de aprendizaje de relaciones tempora-
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les. Una vez tengamos el modédgk,k + 1) utilizamos éste como punto de inicio
de la busqueda.

Por tanto, nos centraremos en como realizar el refinamiento de este modelo apro-
ximadoG(k,k+ 1) mediante tests de independencia condicional y conjuntos mini-
mos d-separadores. Para llevarlo a cabo, en primer lugar nos replantearemos las
relaciones no temporales, para posteriormente replantearse de nuevo las relaciones
temporales. El algoritmo de refinamiento sera bastante simple:

e Una vez tengamos el modelo compl&ck, k+ 1), ordenamos las variables
en orden topoldgico.

e Para cada enlace @&k+ 1), x;(k+ 1) — X;(k+ 1), ordenados por el indice
i, segln el orden topolégico anterior: Borramos transitoriamente este enlace
y también su correspondiente &(k), x; (k) — x;(k); calculamos el conjunto
minimo d-separado®,; si los nodos son independientes dado este subcon-
junto, continuamos con el siguiente enlace; si no lo son, entonces reponemos
estos enlaces. Continuaremos hasta que hayamos revisado todos los enlaces.

e Una vez revisados todos los enlaces no temporales en el paso anterior, revi-
saremos las relaciones temporatg&) — x;(k+ 1), también segtin el orden
topolégico. Para este caso, también utilizamos los tests de independencia
condicional con el conjunto minimo d-separador y con los mismos criterios
gue en el caso anterior. Continuaremos hasta que hayamos revisado todos los
enlaces temporales.

Hemos de notar que en realidad el orden de comprobacién es arbitrario. Sin
embargo, nosotros hemos elegido un orden ancestral, empezando por los nodo rai-
ces, porque recordemos que el conjunto minimo d-separador se encuentra entre los
ancestros de los nodos a separar. Por consiguiente, empezando por los nodos raices,
los cambios en esta estructura afectaran a los posteriores calculos de los conjuntos
d-separadores para los nodos posteriores, y probablemente con un nimero menor
de arcos y por tanto un nimero menor de caminos en la comprobacion.

Ejemplo 5.4 Siguiendo con el ejemplo anterior, la salida del refinamiento pro-
puesto sera precisamente el modelo buscado, esto es, el modelo mostrado en la
figura 5.3(a). Sin embargo, en general, este comportamiento no tendra por qué
darse siempre para todos los modelos aprendidos.
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5.4 Aprendizaje de RCD basado en algoritmos para
el aprendizaje de RC estéticas

En esta seccion nos dedicaremos a describir como se realizaria el aprendizaje de
RCD, tanto basado en tests de independencia condicional como basado en méto-
dos locales de busqueda dada una funcién de ajuste, de forma conjunta, esto es,
sin hacer distinciéon entre las relaciones no temporales y las relaciones temporales,
como hemos venido describiendo a lo largo de este capitulo. En la literatura espe-
cializada en aprendizaje de redes de creencia estaticas existen una gran variedad de
métodos tanto basados en relaciones de independencia como basados en métricas.
Nosotros, en este capitulo, realizaremos un estudio general del comportamiento de
estos algoritmos cuando han de ser aplicados al aprendizaje de RCD para modelar
un sistema dindmico markoviano y estacionario. En primer lugar nos centraremos
en los algoritmos basados en tests de independencia condicional y posteriormente
nos centraremos en los algoritmos de busqueda local basados en métricas.

5.4.1 Algoritmos basados en tests de independencia condicional
para el aprendizaje de RCD

En este punto describiremos como se han de adaptar los métodos basados en tests
de independencia condicional para poder ser aplicados al aprendizaje de RCD. Para
ello recordemos la primera proposicion que comentabamos en el capitulo anterior:

Proposicion 5.2 Sea una RCD markoviana y estacionaria, y sean dos periodos de
tiempo consecutivos cualesquierdkX + 1), entonces si se cumple para algun
subconjunto &V que Kx;(k),x (k+1)|S), entonces podremos encontrar un sub-
conjunto Stal que se siga cumpliend@X; (k),x (k+1)[S)y S CV (k. k+1).

Veiamos que esta proposicién era consecuencia de la propiedad de Markov que
cumplia el sistema dinamico que queremos modelar. Otra consecuencia de esta
propiedad es la siguiente, ampliacion de la anterior proposicion:

Proposicion 5.3 Sea una RCD markoviana y estacionaria, y sean dos periodos de
tiempo consecutivos cualesquiergdkX + 1), entonces si se cumple para algin
subconjunto &V que (x;(k+1),x(k+ 1)[S), entonces podremos encontrar un
subconjunto Stal que se siga cumpliendé¥; (k+1),%(k+1)|S) y S CV(k k+1).

Estas dos propiedades nos aseguran que los subconjuntos que hacen indepen-
dientes dos variables cualesquiera del modelo se han de encontrar en su propio in-
tervalo de tiempo y en el inmediatamente anterior. Esto quiere decir, evidentemen-
te, que cualquier algoritmo basado en tests de independencia condicional se puede
centrar tan soélo en dos periodos de tiempo consecutivos para aprender el modelo
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correspondiente a un determinado periodo de tiempo. Esto es, si hosotros quere-
mos aprender el modelo paEdk, k+ 1), tan so6lo hara falta considerar las variables
correspondientes a estos dos periodos de tiempo.

Ademas si el modelo es estacionario, como es nuestro caso, entonces estamos
seguros de que si aprendemos el modelG@qgk + 1), éste de replicara para todos
y cada uno de los periodos de tiempo.

La consecuencia de todo lo que hemos venido comentando es que cualquier al-
goritmo de aprendizaje que quiera aprender el modeld(&rk+ 1), podra aplicar
las siguientes restricciones en su método de busqueda: En primer lugar para en-
contrar las relaciones no temporales debe tenerse en cuenta tan sélo los posibles
tests entre pares de variables\dg + 1), y también estos tests bastaria hacerlos
condicionando sobre subconjuntos pertenecientééek + 1). Por otra parte, Si
encontramos una relacion de independencia/dependenGigkenl), ésta debe ser
replicada erG(k), para cualquiek. En cuanto a las relaciones temporales hemos
de decir lo mismo que en el capitulo anterior, esto es, nos basta realizar tests entre
parejas de variables de periodos de tiempo consecutivos y escoger subconjuntos de
condicionamiento como en el caso anterior. Otra consideracion que debemos reali-
zar es que si encontramos una relacion de dependencia entre dos vatigtles
Xj(k+ 1) su orientacion debe ser naturalmektek) — X;(k+1). A continuacion
particularizaremos todos estos conceptos adaptando el algoritmo PC para la blsque-
da del modelds(k,k+ 1) de una RCD markoviana y estacionaria. Esta adaptacion
se puede observar en la figura 5.4.

Si observamos la adaptacién del algoritmo PC para el aprendizaje de RCD des-
crito en la figura 5.4, podremos notar que la adaptacion impone las siguientes res-
tricciones:

e Los pares de variables comprobados son o bien parejas de variabl@sde
1), (%(k+1),x;(k+1)), o bien parejas de variables entre los periodos de
tiempo consecutivosx; (k),x;(k+1)). Fijémonos que si encontramos que
una de las parejas del primer tipo estan d-separadas por algin subconjunto de
V(k,k+1), entonces éstas también estaran d-separadas en cualquier periodo
de tiempo. El segundo tipo de parejas de variables, al igual que el algorit-
mo TeRePC descrito en el capitulo anterior, sirve para buscar las relaciones
temporales del modelo.

e Como hemos descrito en el punto anterior, si encontramos d-separadas una
pareja de variable; (k+1),x;(k+1)), entonces también borramos el enlace
correspondiente a las parejas\té), (x;(k),X;(k)).

e En los pasos para la orientacion de los enlaces encontrados en los pasos an-
teriores, después de encontrar los nodos cabeza-cabeza, completamos todas
las orientaciones correspondientes a los arcos temporales. Posteriormente se
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Algoritmo PCRCD

1. Formar el grafo Gk,k+ 1) no dirigido sobre el conjunto de vérticegk/k+ 1), con

E =V(kKk+1)xV(kk+1).

. n=0

Repetir

- Repetir
- Seleccionar un par ordenado de variablggk), x; (k+1)) 6 (x (k+1),x;(k+
1)) que sean adyacentes erfkk + 1), tal que Adya@G(kk+1),%)\ {X;}
tiene un cardinal mayor o igual a n, y un subconjunto S de A@géck +
1),%)\ {X;} de cardinal n. Sixy x; estan d-separadas dado S, borrar el arco
% —X;; si X, X; € V(k+1) entonces también borrar el arco en G(k) dek& +
1); y guardar S en SEPSHX, x;) y SEPSETX;,X).
Hasta

- Todos los pares ordenados de variables adyacentes; G}e>q<, tal que
AdyadG(k,k+1),%)\ {x;} sea de cardinalidad n han sido ya comprobados

anteriormente.
n=n+1
Hasta

- Para cada par ordenado de variables adyacentgsq, AdyagG(k, k+1),%)\ {x;}
tiene una cardinalidad menor que n.

. Sea Gk,k+ 1) el grafo resultado de la etapa anterior. Para cada triple de vértices

(x,y,2) tal que el par(x,y) y el par (y,z) son adyacentes ern/ ® k+ 1), pero el par
(%,2) no es adyacente en/ &,k + 1), orientar x—y —z como x— y « z si y solo siy
no estéd en SEPSEX,z).

. Para cada par(x (k). x; (k+ 1)) orientar % (k) — X;(k+1).
5. Repetir

- Six (k+1) = x;(k+1), X;(k+1) =X (k+1) y % (k+1) y x (k+ 1) no son adyacentes
y no hay cabeza de flecha efik+ 1), entonces orientar Xk + 1) —x (k+1) como
Xj(k+1) = x (k+1).

- Si hay un camino dirigido desdg(k+ 1) hasta x(k+1) y un enlace entre, g+ 1)

y X;(k+1), entonces orientar; g+ 1) — x;(k+1).

Hasta que que ningln arco mas se pueda orientar.

Figura 5.4: Algoritmo PCRCD
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sigue orientando con las reglas marcadas por el algoritmo PC. En este caso,
también hemos de tener en cuenta que si orientamos una pareja de variables
% (k+1) — x;(k+ 1), entonces también hemos de orientar la pareja corres-
pondiente eV (k), x;(k) — x; (k). También hemos de notar que las reglas de
orientacion siempre se han de aplicar exclusivamente a pareja&eel),

(% (k+1),x;(k+1)), ya que el modelo evi(k) no tiene porqué ser completo,

en el sentido de que le faltan las posibles relaciones de sus variables con el
periodo anterio¥ (k— 1).

5.4.2 Algoritmos locales de busqueda para el aprendizaje de RCD

En este punto nos dedicaremos a ver como podemos adaptar una busqueda local,
tanto en el espacio de grafos dirigidos aciclicos como en el espacio de secuencias
de ordenacion, para el aprendizaje de una RCD mediante una funcidbn o métrica
descomponible.

Nuestro objetivo es realizar un algoritmo de ascension de colinas, al igual que
en el capitulo 2, para aprender un modelo de RCD. Esta busqueda local se realizara
tanto en el espacio de grafos dirigidos aciclicos como en el espacio de secuencias
de ordenacion. Para poder realizar esta tarea hemos de definir la vecindad que utili-
zaremos en cada caso.

Tanto en un caso como en el otro, debemos suponer que tenemos definida una
funcion o métrica descomponibféG(k,k+ 1)), hemos de notar que entonces, al
igual que describiamos en el anterior capitulo, al tener un modelo dindmico mar-
koviano y estacionario, podemos maximizar cada fanMjgk + 1) U ri(x;(k+ 1)),
centrados el (k,k+ 1). De esta forma, si encontramos el mejor conjunto de padres
para un node; (k+ 1), éstos también seran los mejores para este nodo en todos los
intervalos de tiempaé.

Ascension de colinas en el espacio de grafos dirigidos aciclicogn este caso
tendremos que definir la vecindad correspondiente a un determinaddgkako+

1) para recorrer el espacio de grafos dirigidos aciclicos de forma local. Evidente-
mente esta vecindad sera la misma que en el caso de redes de creencia estaticas, pero
con las restricciones l6gicas que impone el modelo de RCD que queremos aprender.
Estas restricciones seran impuestas por la orientacion particular que han de tener
las relaciones temporales. Asi pues, un relacion temporal siempre tendra la mis-
ma orientacion y sélo podremos introducir nuevas relaciones temporales o borrar
alguna de las que existan en el grafo actual, es decir, carece de sentido el opera-
dor de inversion de un arco temporal. Con todas estas consideraciones la vecindad
A (G(k,k+ 1)) seré la union de los siguientes subconjuntos:

Mp(G(k k+1)) = {(V(k+1),E'(k+1))|E'(k+1) =E(k+ DU{xj(k+1) —x(k+1)}}
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tal quex;(k+1) —x(k+1) ¢ E(k+1) y (V(k+1),E'(k+1)) es un GDA.
Ma(Gkk+1)) = {(V(k+1),E'(k+1))|[E'(k+1) = E(k+ 1)\ {x;(k+1) — % (k+1)}}

tal quex; (k+1) — x(k+1) € E(k+1).

N (G(kk+1)) =
= {(V(k+1),E'(k+ 1) |E'(k+1) = (E(k+ 1)U {x; (k+1) — % (k+ D]\ {x(k+1) —x (k+1)}}

tal quex (k+1) — x;(k+1) € E(k+1) y (V(k+1),E'(k+1)) es un GDA.

Estas tres anteriores son las definiciones para el afiadido, borrado e inversion de
arcos no temporales &(k+ 1), hemos de notar que es el Unico grafo donde puede
darse un ciclo dirigido, no es posible que se den ciclos dirigidos en caminos donde
se incluyan arcos temporales. A continuacion definiremos las operaciones para los
arcos temporales:

Hr (G k1)) = {(V(k k-t 1), E/(k k1)) [E™ (k1) = E™P(k+ 1) U {x; (k) — x(k+1)}}
tal quex; (k) — x (k+1) ¢ EMP(k+1).
(Gl k1)) = {(V(k k+ 1), E' (k k-+ 1) [E™ (k1) = E™(k+ 1)\ {x; (K) — % (k+1)}}

tal quex; (k) — x (k+1) € EMP(k+1).

Es decir, tan s6lo modificamos el conjunto de relaciones tempdeal&k +
1) afladiendo una relacion no existente o borrando una relacién existente en este
subconjunto.

Ascension de colinas en el espacio de érdenesSiguiendo todo lo estudiado en

el capitulo 2 para el aprendizaje de redes de creencia estaticas mediante blsque-
das locales en el espacio de érdenes, podemos adaptar facilmente esta basqueda
al aprendizaje del modeld(k,k+ 1) de una RCD. Esta adaptacion supondra una
restriccion en las secuencias de ordenacion visitadas durante la bausqueda. Esta res-
triccion la impone la ordenacion temporal de las variables, esto es, las variables
deV (k) serdn menores, en cualquier secuencia de ordenacidn, que las variables de
V(k+1). Fijémonos pues, que una secuenzia- o¥- g*t1 seré la composicion

de una ordenaciéa® sobre las variables dé(k) y una ordenaciémw 1 para las
variables d&/(k+1).

Por otra parte, como hemos comentado mas de una vez en esta memoria, al
tener una secuencia de ordenacién, podemos optimizar de forma independiente cada
familia de variables. En nuestro caso, esta consideracién nos va a indicar que tan
s6lo debemos encontrar padres, a partir de las anteriores variables en la secuencia
o, para las variables d¢(k+ 1), pues una vez encontrados los padres 6ptimos
para cada variable, éstos se deben repetir para cada instante de tiempo. Esto tiene
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una incidencia directa en la definicion de vecindad para una busqueda local, ya que
entonces, tan sélo debemos movernos en las secuencias localés'ete forma

tal como lo haciamos en el capitulo 2. Esta definicion, por consiguiente, quedaria
de la siguiente forma:

0 = 0" (xy(k+1),....x(k+1),....%(K+1),....X(K+ 1)) —
— 0y, = 0 (X (k+1),..., X (k+1),...,% (k+1),... . % (k+1))

Evidentemente la forma de evaluar cada secuencia de ordenacién sera la misma
gue planteabamos en el capitulo 2.

Con estas definiciones de vecindad se podran llevar a cabo, sin apenas modifica-
ciones, métodos de blsqueda local tanto para el espacio de grafos dirigidos aciclicos
como en el espacio de 6rdenes. Ademas de utilizar un método de ascension de co-
linas también se podran utilizar otros métodos locales mas sofisticados como puede
ser la heuristica VNS.
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Conclusiones y Trabajos
Futuros

Los objetivos principales de esta memoria, descritos en el capitulo de introduccién,
eran: por un lado estudiar y desarrollar métodos de busqueda local y distribuidos
para el aprendizaje de redes de creencia y por otro estudiar y desarrollar nuevos
métodos para el aprendizaje de redes de creencia dinamicas. Estos objetivos han
dando lugar a los capitulos posteriores de esta memoria. De estos capitulos podemos
extraer una serie de conclusiones que resumiremos en los siguientes puntos:

e En el segundo capitulo se ha realizado un estudio de métodos locales de bus-
gueda para el problema del aprendizaje de redes de creencia, tanto en el es-
pacio de grafos dirigidos aciclicos como en el espacio de érdenes. De este
estudio podemos extraer las siguientes conclusiones:

— Hemos desarrollado un nuevo método basado en busqueda local y mul-
tiples reinicios, el algoritmo IMAPR, en donde los reinicios se realizan
de una manera informada; de tal forma que estamos libres de ajustar
parametros dificiles tales como el nimero de perturbaciones o el nume-
ro de padres maximo para un determinado nodo, que en un esquema
de multiples reinicios aleatorios deberiamos de ajustar en el proceso de
busqueda. Este nuevo método se ha mostrado eficaz para escapar de los
optimos locales alcanzados durante una busqueda local de ascension de
colinas. De todas formas hemos notado que este esquema de reinicios
puede entrar en ciclos de dificil salida, esto es, se llega durante varias
iteraciones del proceso al mismo 6ptimo local. Esta situacion puede ser
debida a que el proceso de reinicio encuentre I-maps con muy buenas
caracteristicas, y por tanto el proceso posterior de busqueda local queda
atrapado en el “valle” correspondiente.

— Hemos adaptado la metaheuristica VNS al problema del aprendizaje de
redes de creencia en el espacio de grafos dirigidos aciclicos, desarrollan-
do el algoritmo VNSST. Hemos disefiado una transformacion especifica
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para este esquema basada en la semantica que tiene una red de creencia.
De los resultados obtenidos en la experimentacion realizada se puede
concluir que este método es muy eficaz y que se mejoran de forma muy
significativa los resultados ofrecidos por un esquema de reinicios alea-
torios. La transformacion especifica también mejora los resultados con
respecto al esquema VNS sin ella, sobre todo cuando se eligen unos
parametros para el método VNS mas eficientes.

Hemos disefiado los elementos necesarios para realizar el aprendizaje de
redes de creencia en el espacio de 6érdenes mediante una blsqueda local,
definiendo para ello el operador de vecindad necesario y varios métodos
de evaluacion de las secuencias vecinas. El resultado es el algoritmo de-
nominado HCSN. Una vez disefiados los elementos anteriores, también
hemos adaptado el esquema VNS a este nuevo espacio de busqueda,
desarrollando el algoritmo VNSSN. Los resultados de los experimentos
ponen de manifiesto la conclusion de que el espacio de 6rdenes es mas
homogéneo que el espacio de grafos dirigidos aciclicos, conclusién que
apoya a anteriores trabajos de diferentes autores. En este espacio de bus-
qgueda se visitan un nimero menor de individuos con una mayor calidad
en su medida, pero a costa de peder eficiencia en la blsqueda. De todas
formas, creemos que esta blsqueda es muy importante en aquellos tipos
de aplicaciones donde se busquen diferentes redes de creencia, con sig-
nificativa diferencia estructural, con alto valor de su medida, como por
ejemplo en el trabajo [60].

Hemos disefiado un heuristica eficiente para la busqueda en el espacio
de ordenes, basada en el algoritmo K2, pero sin la restriccion de ne-
cesitar a priori un orden entre las variables. Este método, denominado
K2SN, se puede utilizar como un punto inicial informado para blsque-
das posteriores tanto en el espacio de 6érdenes como en el espacio de
grafos dirigidos aciclicos.

Hemos estudiado una nueva definicion de vecindad en el espacio de
grafos dirigidos aciclicos, muy prometedora a la luz de los resultados

previos obtenidos en la experimentacion realizada. Esta definicion me-
jora de manera muy significativa la vecindad clasica en grafos dirigidos

aciclicos sin repercutir de manera excesiva en el esfuerzo computacional
realizado.

e En el capitulo tercero se han desarrollado métodos distribuidos de busqueda
basados en la metaheuristica VNS; también se han disefiado todos los ele-
mentos necesarios para adaptar la metaheuristica del Sistema de Colonias de
Hormigas al aprendizaje de redes de creencia estaticas. Del desarrollo de
todos estos métodos se pueden extraer las siguientes conclusiones:
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— Hemos desarrollado varios esquemas de distribucién para la busqueda
VNS, mostrandose efectivos en la blisqueda tanto en el espacio de gra-
fos dirigidos aciclicos (algoritmo DVNSST) como en el espacio de 6r-
denes (algoritmo DVNSSN). Para estos esquemas distribuidos, hemos
desarrollado unas extensiones probabilisticas de algoritmos eficientes
de inicializacion en la busqueda, tanto en el espacio de grafos dirigidos
aciclicos (algoritmo B probabilistico) como en el espacio de 6rdenes
(algoritmo K2SN probabilistico). Hemos de notar que estas inicializa-
ciones se podran utilizar también en otros métodos de optimizacién en
el problema del aprendizaje de redes de creencia. También hemos de
notar que las versiones distribuidas del esquema VNS desarrolladas son
independientes del problema que se resuelve en esta memoria. Asi pues,
es factible utilizar este esquema para la optimizacién de otros problemas
combinatorios. Por tltimo, hemos de indicar que en un entorno paralelo
estos esquemas serian mas eficientes que sus correspondientes versiones
no distribuidas.

— Para la adaptacion de nuestro problema de aprendizaje para el uso del
Sistema de Colonias de Hormigas, hemos desarrollado todos los com-
ponentes necesarios tanto para el espacio de grafos dirigidos aciclicos
como para el espacio de érdenes. Se ha mostrado especialmente eficaz
este tipo de busqueda en el espacio de grafos dirigidos aciclicos (al-
goritmo ACO-B) frente al espacio de 6rdenes (algoritmo ACO-K2SN).
Los resultados ofrecidos por el sistema de colonias de hormigas en el
espacio de grafos dirigidos aciclicos se pueden calificar de buenos en
comparacion al resto de métodos. Hemos notado que, si bien en el es-
pacio de grafos dirigidos aciclicos las busquedas locales posteriores no
son especialmente relevantes, si que lo son en el espacio de ordenes.

— Para acabar el capitulo hemos desarrollado un novedoso sistema hibrido
entre las busquedas distribuidas VNS y el sistema de colonias de hormi-
gas (algoritmos DVNSST-ACO y DVNSSN-ACO). Este sistema se ha
mostrado tan eficaz como los mejores resultados en el espacio de grafos
dirigidos aciclicos y mas eficiente que el modelo de islas para el mismo
espacio de busqueda. También hemos de notar que este sistema de bus-
gueda es independiente del problema en cuestién, y por tanto se podria
aplicar a otros problemas de optimizacion, siempre y cuando el sistema
de colonias de hormigas fuese aplicable a este otro tipo de problemas.

e En el capitulo cuarto se han desarrollado algoritmos, tanto basados en tests
de independencia condicional como basados en métricas mas una blsqueda
local de optimizacion, para el aprendizaje automatico de las relaciones tem-
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porales de una red de creencia dinamica. Las conclusiones en el desarrollo
del capitulo pueden resumirse en los siguientes puntos:

— Hemos desarrollado algoritmos de aprendizaje de relaciones tempora-
les para redes de creencia dinamicas basados en tests de independencia
condicional (algoritmos TeRePC, ART, FART, ARTSub, FARTSub), en
primer lugar, caracterizando de varias formas cuando existe unarelacion
temporal; posteriormente hemos mejorado la eficiencia y eficacia de es-
tos algoritmos intentando reducir en el mayor niimero posible el orden
de los tests realizados. Los resultados obtenidos a través de los experi-
mentos nos confirman que cuando menor sea el orden del test realizado
mas fiable y eficiente es éste. En particular, es de destacar el excelente
comportamiento ofrecido por el algoritmo TeRePC.

— Hemos adaptado algoritmos de busqueda local para el aprendizaje de re-
laciones temporales en una red de creencia dinAmica. Estos algoritmos
(TeReK2 y TeReBenedict) se basan en dos métricas diferentes: una mé-
trica descomponible y otra métrica basada en la discrepancia entre las
relaciones de independencia condicional expresadas en la red candidata
y éstas mismas medidas en nuestra base de datos [7]. Los resultados ob-
tenidos por estos algoritmos son bastante prometedores, especialmente
en el caso de TeReK2.

e En el dltimo capitulo se estudia como realizar el aprendizaje automatico de
redes de creencia dinamicas para modelos dindmicos markovianos y estacio-
narios. Este capitulo muestra dos esquemas generales de aprendizaje automa-
tico de redes de creencia dindmicas:

— En primer lugar hemos planteado un esquema general de aprendizaje
en el supuesto de que el instante de tiempo inicial del proceso dinami-
co es conocido. Este esquema se basa en los algoritmos estudiados en
los anteriores capitulos, utilizando un algoritmo de aprendizaje de redes
de creencia estéticas y a continuacion otro de aprendizaje de relacio-
nes temporales. Hemos identificado los problemas que puede tener este
esquema general y planteado posibles soluciones al mismo.

— En segundo lugar hemos planteado los problemas que pueden surgir al
aplicar el anterior esquema en el supuesto, mas general, de que no sea
conocido el instante inicial de tiempo. Planteamos una posible solucién
heuristica a los problemas anteriores, basada en un refinamiento del mo-
delo aprendido mediante tests de independencia condicional.

— Finalmente, estudiamos métodos generales de aprendizaje de redes de
creencia dinamicas, tanto basados en tests de independencia condicional
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como basados en una funcidon de ajuste descomponible y un método
de busqueda local. Estos esquemas no hacen distincion explicita entre
las relaciones temporales y no temporales, como se ha realizado en el
esquema anterior.

Trabajos Futuros

Considerando los resultados obtenidos, los trabajos futuros se pueden desglosar en
los siguientes puntos, ordenados por capitulos:

e Durante el desarrollo de la investigacion llevada a cabo en el segundo capitulo,
hemos notado que se puede seguir esta linea de investigacion en los siguientes
aspectos:

— En cuanto al algoritmo IMAPR, podriamos disefiar nuevos esquemas de
transformacién del grafo resultante pensados especificamente para redes
de creencia, en el caso de que entraramos de una forma clara en un ciclo.
Este esquema de transformacion podriair en la linea del disefiado para el
método VNS en el espacio de grafos dirigidos aciclicos, esto es, cuando
notdsemos que hemos entrado en un ciclo (varias iteraciones llegan al
mismo éptimo local), entonces identificar un cierto nimero de “cliques”

y romperlos de alguna forma informada o totalmente de forma aleatoria.

— Hemos de comprobar el comportamiento que pueden tener otros tipos
de transformaciones, pensadas para redes de creencia, en el esquema
VNS. También hemos de adaptar otros extensiones del VNS, asi como
comprobar la eficacia y eficiencia que puede tener la redefinicion de
vecindad efectuada en la Ultima seccion del capitulo como busqueda
local en el esquema VNS.

— En cuanto a la redefinicion de vecindad llevada a cabo en la Ultima sec-
cion del capitulo segundo, hemos de realizar un mayor nimero de expe-
rimentos para confirmar las conclusiones obtenidas. Ademas se deberan
estudiar otras variantes de la vecindad disefiada en esta seccién, como
puede ser en lugar de utilizar la unién de padres, utilizar la interseccién
de los mismos, o invertir si y sélo si el conjunto de padres de los nodos
extremos del enlace a invertir son comunes, esto es, el arco es inversible
[28]. Estas variantes, en principio, pensamos que mejoraran la eficiencia
del método propuesto, aunque quizas pierdan algo de eficacia.

— Otralinea de trabajo puede ser el desarrollo de métodos de busqueda en
otros espacios de busqueda, como el de clases de equivalencia de grafos
dirigidos aciclicos, o el de grafos cordales.
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e Durante el desarrollo del tercer capitulo hemos notado que se puede seguir

esta linea de investigacion en los siguientes aspectos:

— Proponer otros esquemas de migracion y seleccion en el modelo de islas
del método VNS distribuido, asi como la posibilidad de utilizar otras
extensiones del VNS. Implementacion y desarrollo de este método en
un verdadero entorno paralelo. Este Gltimo trabajo es compartible por
todos los métodos desarrollados en este capitulo.

— Comprobar y desarrollar otras alternativas en el Sistema de Colonias
de Hormigas, como por ejemplo el Sistema Hibrido de Hormigas, asi
como la utilizacién de otros algoritmos como parte heuristica del cono-
cimiento especifico al problema. En este sentido se prodria plantear el
utilizar una ascension de colinas utilizando la vecindad definida en la
ultima seccion del capitulo anterior. También deberemos realizar un es-
tudio profundo del comportamiento de la matriz de feromona en el tipo
de problemas que estamos resolviendo para asi determinar los aspectos
mejorables del sistema.

— Parece una buena alternativa para nuestro problema el utilizar el sistema
de refuerzo de feromona para capturar las partes mas “probables” en
el espacio de blsqueda. Podria ser prometedor plantear hibridar otros
sistemas de optimizacion, como lo hemos hecho en esta memoria con el
VNS.

— Otra opcidn interesante podria ser la utilizacion de diferentes tipos de
hormigas dentro del mismo proceso de busqueda.

e En relacion al tema de aprendizaje de redes de creencia dinamicas, creemos

gue nuestra investigacion puede enfocarse hacia las siguientes lineas:

— Validar tanto tedrica como experimentalmente los métodos propuestos
para el aprendizaje de redes de creencia dinamicas cuando el instante de
tiempo inicial es conocido.

— Validar de forma tedrica y experimental los métodos propuestos en el
mismo problema pero cuando el instante de tiempo inicial no es conoci-
do.

— La metodologia de aprendizaje de redes dinamicas basada en aprender
por un lado los modelos no temporales y después las relaciones tem-
porales, podria utilizarse también en el aprendizaje de redes estaticas,
siempre que se pueda descomponer el conjunto de variables en dos sub-
conjuntos, de tal modo que las variables de un subconjunto sean siempre
anteriores a las del otro.
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— Desarrollar los métodos de blsqueda local propuestos en el aprendizaje
de redes de creencia dinamicas sin distinguir relaciones temporales y
no temporales, asi como otros métodos mas sofisticados de busqueda
basados en los anteriores, como pueden ser VNS, Tabu, etc.

e Por tltimo, al margen de la estructura seguida en esta memoria, también pro-
ponemos las siguientes lineas de investigacion con el objetivo de poder cons-
truir una herramienta ddlineria de Dato$asada en redes de creencia:

— Estudiar cémo incorporar el conocimiento explicito de un experto apor-
tado a la luz de las relaciones de dependencia/independencia consegui-
das durante un proceso de aprendizaje. De tal forma que el experto nos
guie en posteriores etapas del aprendizaje y asi poder colaborar para
conseguir un modelo satisfactorio. Para realizar esta tarea es imprescin-
dible poder ofrecerle al experto una salida tal que le ayude a tomar sus
decisiones sobre las relaciones de dependencia/independencia ofrecidas
por los datos.

— Estudiar cémo poder tratar con redes hibridas, en donde tengamos tanto
variables continuas como varibles discretas. En este sentido, creemos
gue una linea a seguir seria la de discretizar las variables continuas me-
diante algin método global incluido en el propio proceso de aprendizaje.

— Incorporar todo el software desarrollado durante la realizacion de esta
memoria en el entorno de desarrollo de sistemas expertos probabilisticos
ELVIRA[117].
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